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Presentacion 


Asociación Fondo de Investigadores y Editores (AFINED), promotora 
de Lumbreras Editores, tiene el agrado de presentar el Solucionario 
Geometría, una visión de la planimetria, libro que forma parte de una 
nueva serie de publicaciones que aportan al desarrollo dinámico de los 
contenidos educativos que brindamos a la sociedad, sobre todo en un 
contexto en el que la enseñanza de las ciencias y las humanidades ha 
ido perdiendo su valor analitico-critico. 


Esta serie de solucionarios es el complemento ideal para los libros 
de la colección de Ciencias y Humanidades, trabajo desarrollado por 
Lumbreras Editores en conjunto con las planas de profesores del 
Instituto de Ciencias y Humanidades —promotor de las academias 
ADUNI y César Vallejo—, quienes se han dedicado durante generaciones 
a formar estudiantes con criterio realista y capacidad analítica, además 
de impartir conocimientos objetivos y de rigor científico a través de las 
publicaciones de Lumbreras Editores con una sólida presencia en los 
diversos lugares del Perú, cumpliendo así una tarea vital en el acer- 
camiento de material bibliográfico de calidad a miles de estudiantes y 
profesores en todo el país. De esta manera reafirmamos nuestro com- 
promiso firme de aportar en el desarrollo de los sectores más amplios 
de nuestra sociedad. 


El Solucionario Geometría, una visión de la planimetría presenta 
el desarrollo didáctico de cada uno de los problemas propuestos del 
libro Geometría, una visión de la planimetría, y ofrece un acercami- 
ento dinámico a todos los contenidos necesarios para obtener dominio 
del curso. Este libro es también un recorrido a través de lineamientos 
metodológicos que anhelan construir puentes sólidos entre el estudi- 
ante y el aprendizaje de esta materia. 


La búsqueda por aportar publicaciones más didácticas y novedosas 
ha hecho posible este libro y la serie de solucionarios que le seguirán en 
el campo de las ciencias; también revela nuestro compromiso profesional 
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de seguir impulsando un trabajo editorial у académico que по esté 
alejado de las grandes mayorias. Lumbreras Editores quiere reconocer 
el esfuerzo conjunto que ha significado esta publicación, en la cual ha 
participado un gran grupo de profesionales de primer nivel, cuyo es- 
fuerzo es un apoyo fundamental a nuestro anhelo de conseguir una 
educación científica y humanística integral. Finalmente, deseamos 
reconocer el apoyo de la plana de Geometría de las academias ADUNI 
y César Vallejo, por su labor en la elaboración de este material, gracias 
a su valiosa trayectoria en la enseñanza preuniversitaria de calidad. 
De manera especial, AFINED desea agradecer a los profesores Roger 
Joel Chipana Mayhua y Solimar Félix Flores Espíritu por su trabajo 
profesional en la sistematización del presente libro. 
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Prologo 


La resolución de problemas matemáticos es sin duda uno de los retos a 
los que se enfrentan a menudo los estudiantes, pues no solo tienen que 
conocer los teoremas necesarios para resolverlos, sino que también 
deben educarse en la práctica de saber cuándo es apropiado utilizarlos. 
Por ello, con el Solucionario Geometría, una visión de la planimetría 
buscamos complementar la capacidad de interpretación y análisis de 
los estudiantes, y así brindarles las herramientas necesarias que les 
ayudarán a entender a la Geometría de manera integral y dinámica. 


En el trabajo realizado hemos apelado a soluciones directas, sim- 
ples y didácticas, sin que esto signifique que dejen de ser ingeniosas. 
De esta manera, nuestros lectores encontrarán un atractivo formato y 
que los acercará a las diferentes áreas del curso de Geometría Plana. 


Alo largo de los dieciocho capítulos que conforman este libro, están 
presentes las propiedades y teoremas necesarios para complementar 
la capacidad de resolver problemas matemáticos. Con ello, propone- 
mos no solo un recorrido dinámico a través de los temas del curso, sino 
también una metodología que plantea problemas prácticos, cercanos a 
la realidad cotidiana. 


Todo el esfuerzo realizado en esta publicación ha tenido por 
objetivo hacer de este libro un material de consulta invaluable para 
estudiantes escolares, preuniversitarios y universitarios, así como para 
los profesores del curso de Geometría y todos aquellos que deseen 
desarrollar su capacidad para el análisis geométrico, 
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Conceptos 
topoldgicos 


Una manera de clasificar a las regiones o sólidos es de 
acuerdo a la clase de conjuntos que conforman sus pun- 
tos. En este capitulo vamos a analizar dichos conjuntos 
desde un punto de vista topológico. 


La topologia es probablemente la rama clásica más joven 
de las matemáticas y las primeras ideas que surgieron 
sobre ella se refieren al concepto de limite y al de com- 
pletitud de un espacio métrico, ideas que surgieron en la 
crisis de los inconmensurables ante la aparición de los nú- 
meros reales no racionales. Con el método de exhaucion 
de Arquimedes ocurre el primer acercamiento concreto al 
concepto de limite de una función, y con el problema de 
los puentes de Konigsberg de Euler, en 1735 se considera 
que se dió origen a la topología, la cual está relacionada 
a muchos teoremas de la geometria, como el teorema de 
Euler en poliedros, la transformación de una figura en otra, 
etc. Asimismo, con el empleo de la respectiva definición 
analizaremos si el conjunto de puntos son conjuntos con- 
vexos, по сопуехоѕ, Conexos o inconexos 


Capitulo 2 Pus 


Conceptos topológicos : 


PROBLEMA N.? 1 


Indique el valor de verdad de las siguientes 

proposiciones: 

I. La unión de dos segmentos consecutivos 
es siempre un conjunto convexo. 

IL. La región triangular, cuyo incentro se ha 
omitido, es un conjunto convexo. 

Ш. Si a una línea recta AB se le extrae el punto 
A, la resultante es un conjunto convexo. 


A) VVF B) FVF C) FVV 
D) FFF E) FFV 
Resolución 
|. Falso 


Sea ABU BC=P 

Del gráfico: 
R,GeP 
RGP 


Por lo tanto, P no es un conjunto convexo. 


II. Falso 


I: incentro del A. ABC 

Sea AABC - (I) =H 

M,LeH 

ML cH 

Por lo tanto, Н no es un conjunto convexo. 


Ill. Falso 


AB: recta AB 

Sea AB- lA] = К 

BBeK;PBcK 

Por lo tanto, K no será conjunto convexo. 


Clave | р 
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PROBLEMA N.° 2 


Señale el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 


L 


II. 


Ш. 


Dos regiones triangulares determinan сото 
maximo siete conjuntos convexos disjun- 
tos, al superponerse entre sí. 

Un cilindro puede ser un conjunto convexo. 
Si a una región triangular se le extrae una 
altura, la región que queda puede que sea 
un conjunto convexo. 


A) FVV 
D) VVF 


В) VFF C) FFV 


E) VVV 


Resolución 


L 


П. 


m 


Verdadero 


Las regiones triangulares ABC y MNQ es- 
tán superpuestas, determinando siete con- 
juntos convexos disjuntos. 


Verdadero 


Ш. 


М: cilindro de revolución 
УР, Оє м, БО см 
Por lo tanto, М será un conjunto convexo; 


pero si la base es una región curva cóncava, 
el cilindro será un conjunto no convexo. 


Verdadero 


AB: altura relativa a BC en el АВС 
Sea О=% ABC- AB 
VE,GEQECCQ 


Por lo tanto, Q sera conjunto convexo. 
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PROBLEMA N.? 3 


Determine el valor de verdad de las siguientes 


proposiciones: 


I. 


IL 


IIl. 


Ningün conjunto convexo resulta de la 
reunión de dos conjuntos no convexos. 
Toda reunión de dos conos de revolución, 
que tienen la misma base, es un conjunto 
convexo. 

Sea una región triangular R de ortocentro 
H, R- (H) es un conjunto no convexo. 


A) VFF B) FVF 
C) VVV 
D) FVV E) FFF 


` Fanceptas topológicos 


Resolución Н: ortocentro del AABC 
І. Falso R: región triangular ABC 
Del gráfico: 


R-(H)-R 
Por lo tanto, R- (H) es un conjunto convexo. 


Clave | B 


PROBLEMA N.? 4 


Siendo A y B conjuntos no convexos, nota- Halle el valor de verdad de las siguientes pro- 


mos que A u B es un conjunto convexo. posiciones: 
I. Sea P un polígono regular de seis lados, 
II. Verdadero unido con su región interior, y D una dia- 


gonal del polígono anterior, entonces P-D 
es un conjunto convexo. 
II. Una semirrecta es un conjunto convexo. 
111. La superficie de una esfera es un conjunto 


“с> 


convexo. 
A) VFV B) FVF C) FFF 
D) VVF E) VFF 
É Resolución 
l. Falso 


A y B: conos de revolución de base común 
Sea A UB=H 

YP,QEeH,PQCH 

Por lo tanto, H será un conjunto convexo. 


HI. Falso 


P: región poligonal regular de seis lados 
D: diagonal de P 

A, Be {P-D} 

AB g {P-D} 

Por lo tanto, {P-D} no es un conjunto con- 
vexo. 


Бі 
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П. Verdadero 


АВ: semirrecta AB 
УР, Qe AB 

PQ САВ 

Por Іо tanto, ‘AB es un conjunto convexo. 


III. Falso 


S: superficie esférica (vacío en su interior) 
М, NES 

MN q 5 

Por lo tanto, 5 no es conjunto convexo. 


S: es la superficie que limita (envuelve) a una 
esfera (sólido). 
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PROBLEMA N.? 5 


Indique el valor de verdad de las siguientes 

proposiciones: 

I. Еп un círculo C está inscrito un triángulo 
T. Si al círculo se le extrae la región inte- 
rior del triángulo T, resulta un conjunto 
convexo. 


П. La intersección de una recta secante con una 
corona circular puede ser conjunto convexo. 

Ш. La intersección de dos regiones cuadriláte- 
ras es una región convexa. 


A) FVF B) VVF С) ЕЕЕ 

D) VFF E) VVV 
Resolución 
1. Falso 

(56 
T^ 
C-R 
C: círculo 
T: triángulo 


R: región interior de T 
Notamos que C- R es conjunto no convexo. 


П. Verdadero 


F: recta P 
Q: corona circular 
7 AQ=MN 


MN: conjunto convexo 


III. Falso 


А 


A y B: regiones cuadriláteras 
ANB=C 
Por lo tanto, С no es conjunto convexo. 
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PROBLEMA М.° 6 


Indique qué proposiciones son verdaderas о 

falsas: 

I. Sea Ry una region cuadrada y R, una región 
triangular, entonces R; UR) es un conjunto 
convexo. 

Il. Dos regiones triangulares al superponerse 
determinan como maximo scis regiones 
parciales convexas. 

Ш. Si Ку y R; son conjuntos no convexos, tales 
que Куе R; #9, entonces (R,—Rj) no 
siempre es un conjunto no convexo. 


A) FVF B) VFF С) FFV 
D) FFV E) VVF 
Resolución 
1. Falso 


Bastará que exista un solo caso en donde 
la unión (U) no sea un conjunto convexo 
como en el gráfico. 


IL 


Ш. 


Conceptos topelógicas 


К: región cuadrada 

R5: región triangular 

R, UR): conjunto no convexo 

Si los conjuntos son disjuntos, la unión de 
sus elementos es un conjunto no convexo. 


Falso 


La superposición de dos regiones triangu- 
lares determina como máximo siete regio- 
nes parciales convexas. 


Verdadero 
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R, y R,: conjuntos no convexos 
R OR, #6 
R,- R,=M 


Por lo tanto, (R,-R,) es un conjunto convexo. 


Clave | D 


PROBLEMA N.° 7 


Si dos regiones exagonales, una convexa y otra 
no convexa, se superponen, podemos deducir 
que: 

І. Como maximo se determinan ocho regio- 
nes triangulares. 

II. Como máximo se determinan nueve re- 
giones convexas entre triangulares y cua- 
drangulares. 

Ш. La región común puede ser no convexa. 


A) VFV B) FVV C) VVV 
D) VVF E) FFV 
Resolución idi 


A: región exagonal no convexa 


B: región exagonal convexa 


I Falso 


En el gráfico podemos notar más de ocho 
regiones triangulares. 


ив 


П. Falso 
Se observan diez regiones convexas у todas 


son triangulares. 


III. Verdadero 


Del grafico, A ^ B es una región no convexa. 
Para otro tipo de superposición, la parte 
común puede ser convexa. 


Clave | Е 


PROBLEMA М.° 8 

En el gráfico, BM=MC=AN=a y AB-C'D'. 
Si la región no convexa se desplaza hacia la 
izquierda, podemos asumir que: 


аы 


га 


I. Cuando AB coincide соп C'D' la región 
resultante es convexa. 

П. Cuando MN coincide con C'D', la región 
comun entre ellas es no convexa. 

III. Cuando CD coincide con C'D', las dos 


regiones determinadas son no convexas. 


A) VVV 
D) FFF 


B) VFV C) FVV 


E) FFV 


Conceptos topológico: 


Resolución Cuando CD coincide con C'D', las regiones 
L Falso determinadas son no convexas. 


а +——- a—+ a—1 Cleve} [4 


PROBLEMA N.? 9 


En el gráfico, 
se muestran los círculos €^, €, y Ca, así 


A,D' N D 


Cuando AB coincide con C'D', la región 
resultante no es convexa. 


Il. Verdadero 


I— а —— a 


B MC с 
L (VU 4) – €, resulta una región no convexa. 
Il. (@U G)- €, resulta una región convexa. 
Ш. фос @3)—@, resulta una región no convexa. 
A) FFV B) VVF C) VFV 
A N, D' D D) FFF E) FVF 
Resolución 


Cuando MN coincide con СР’, la región 


comün es no convexa. L Verdadero 


e 
Ill. Verdadero e 
е €, 
I— а —— aH (ы 
В М GE 


Del gráfico: 
A N D, р (410 €) — €, es una región no convexa. 
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П. Falso 


(GU G)- ©, es una región no convexa. 


Ш. Verdadero 


LP aia 


(45 O G)- 1 es una región no convexa. 


Clave | с 


PROBLEMA N.? 10 


Si se tienen dos regiones cuadradas, ¿qué 

“ocurre al intersecarse? 

I. Se determina como mínimo cuatro regio- 
nes parciales convexas. 

II. Se determina como máximo nueve regio- 
nes parciales convexas. 

Ш. La unión de ellas puede determinar un 
conjunto convexo. 


A) FVF B) FVV C) VVV 
D) VFV E) FFV 


I 


Resolución 
L Falso 


E 


En el gráfico, las regiones cuadradas deter- 
minan dos regiones parciales convexas /A y 
IB, y como mínimo es una. 


П. Verdadero 


La intersección de dos regiones cuadradas 
determina como máximo nueve regiones 
parciales convexas. 


III. Verdadero 


La unión de dos regiones cuadradas puede 
determinar un conjunto convexo. 


Clave | B 


PROBLEMA М.° 11 


Indique el valor de verdad de las siguientes 


proposiciones: 


I. 


Il. Si a una región triangular se le extraen dos 
bisectrices interiores, la región obtenida 


Si a un plano se le extrae un punto, el 


соп) unto restante es convexo. 


puede ser un conjunto convexo. 


Ш. Todo ángulo es un conjunto convexo. 


A) VVV B) FFV C) VFV 
D) FFF E) FVV 
Resolución 
L Falso 


IL 


497 IH: plano IH 
P: punto P 
Æ H- (P): no es un conjunto convexo. 


Falso 


А АВС: región triangular ABC. 

AM y BQ: bisectrices interiores. 
AABC-(AMUBQ) es un conjunto no 
convexo. 


Lsnceptes.tapaligicas 


Ш. Falso 


« АОВ: ángulo АОВ 
El < АОВ no es un conjunto convexo. 


Clave | р 


PROBLEMA N.? 12 


Indique el valor de verdad de las siguientes 

proposiciones: 

I. Si se trazan dos rectas secantes a una re- 
gión cuadrangular convexa, las regiones 
parciales determinadas por dichas rectas 
son convexas. 

П. А] trazar dos tangentes a la circunferencia 
menor, estas rectas y la circunferencia me- 
nor determinan siempre dos conjuntos no 
convexos y un máximo de cuatro conjun- 
tos convexos en el círculo del gráfico. 


Ш. La circunferencia inscrita en un región trian- 
gular determina tres regiones no convexas. 


A) VVF 
D) FFF 


B) FFV C) VVV 


E) VFF 
al 
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Resolución 


L Verdadero 

* Dos rectas secantes determinan, en el 
plano que las contiene, cuatro regiones 
convexas. 

* Dos rectas paralelas determinan, en el 
plano que las contiene, tres regiones 
convexas. 

* Del teorema de conjuntos, sabemos 
que la intersección de dos conjuntos 
convexos es un conjunto convexo. 

* Dos rectas secantes a una región cuadran- 
gular convexa determinan siempre regio- 
nes convexas en el plano que las contiene. 


75 


4^ m 


* Luego, la intersección de cualquiera de 
estas regiones convexas con la región 
convexa cuadrangular determinará re- 
giones parciales convexas. 

IM: región cuadrangular convexa 

Las rectas Y, y 9), secantes en IM, deter- 

minan regiones parciales convexas. 


Il. Verdadero 


d 


Iz 


T y P: puntos de tangencia 
Las regiones 1 y 2 son conjuntos no 


convexos. 
Las regiones 3, 4, 5 y 6 son conjuntos 


convexos. 


III. Verdadero 


A Q С, 
T: circunferencia inscrita en el triángulo ABC 
Y' determina tres regiones по convexas en 


la región triangular ABC. 
Clave | с 


PROBLEMA N.? 13 


En los siguientes gráficos, seleccione cuáles 


son conjuntos conexos. 
(D 


(1D 
(Ш) 
A) solol B) ТУШ C) solo II 
D) solo Ш E) todos 


Conceptos topoliigicos 


Resolución Las figuras mostradas en (1), (II) y (Ш) serán 
L conjuntos conexos. 


Clave | Е 


PROBLEMA М.° 14 


Determine el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 
L Si a una región triangular se le omite 


; Д2 una mediana, se determina ип conjunto 
En el gráfico, la región mostrada presenta 


dos curvas f^ y C2 no contráctiles. 
Por lo tanto, será un conjunto doblemente 


inconexo. 
П. Si aun círculo se le extrae la circunferencia 
que lo limita, se determina un conjunto 


conexo. 
inconexo. 

IL a Ш. Si el conjunto A es la unión de dos 

e conjuntos no vacíos y separados, significa 


que es conexo. 


A) VVV B) VFV C) VFF 
D) FFF E) FVV 


Resolución 


]. Verdadero 


ZA es una semicsfera, y podemos notar que 
es un conjunto simplemente conexo. 


Ш. 
m es una región conformada por una sola A ABC: región triangular ABC 
pieza. Por lo tanto, IM sera un conjunto ~ 
simplemente conexo. BQ: mediana 
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Al omitir BQ en la región se determina un 


conjunto de dos piezas Р, y P. 


Por lo tanto, AABC-BQ será un conjunto 


inconexo. 


Il. Falso 


AI omitir la circunferencia que limita un 
círculo se obtiene un conjunto de una sola 
pieza, siendo así un conjunto conexo. 


III. Falso 


Ci y €, son dos conjuntos no vacíos y 


separados. 


Si @3=¢, о C, entonces @3 no será un 
conjunto conexo, porque está conformado 


por dos piezas separadas. 


Clave | с 
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PROBLEMA N.° 15 


En el gráfico se muestran cuatro círculos. 
Señale el valor de verdad de las siguientes pro- 


posiciones: 


І. El conjunto (€, 650 45042) - €, no es 
simplemente conexo. 

П. El conjunto 7,- €^, es conexo. 

Ш. El conjunto €,- (€ v 60 g) es un 
conjunto no simplemente conexo. 


A) FFV B) VVF C) FFF 
D) VFF E) VFV 
Resolución 
l. Verdadero 
e, €, 
f 


Del gráfico, podemos notar que 
ио бо 430 €- € 
по es ип conjunto simplemente сопехо. 


П. Verdadero 


xa 
€, 


A partir del gráfico, podemos afirmar que 
@,- €, es un conjunto conexo simple. 


III. Falso 


qu 
€, 


Según el gráfico, 
CAC o 60 €i) 


es un conjunto simplemente conexo 
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PROBLEMA N.? 16 


Si la reunión de una región no convexa con 
una región convexa, de tal forma que no se 
intersecan, resulta una región convexa; en- 
tonces dichas regiones no podrán ser: 


A) una región cuadrangular y un círculo. 
B) una región cuadrangular y una región 
triangular. 


Concentas topalégico: 


C) una región pentagonal y una región 
triangular. 

D) AyB. 

E) ByC. 


Resolución 
Sea 
ZA: región no convexa 
IB: región convexa 
Por condición, AUB debe ser una región 
convexa. 


Analizemos las tres primeras alternativas: 


A) Una región cuadrangular y un círculo. 


AUB: 
región no 
convexa 


В) Una región cuadrangular у una región 
triangular. 


AUB: 
region 
convexa 


С) Una región pentagonal y una región trian- 
gular. 


AUB: 
region 
convexa 
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Luego de A), B) y C) podemos afirmar que di- 
chas regiones no podrán ser una región cua- 


drangular y un círculo. 
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PROBLEMA N.° 17 


Dadas las siguientes proposiciones, dé el valor 

de verdad (V) o falsedad (F). 

I. La unión de dos regiones convexas resulta 
una región convexa. 

II. Una recta secante a una región convexa 
determina en ella dos regiones convexas. 

III. La intersección de dos regiones no convexas 
puede ser una región convexa. 


A) VFF 
B) FVV 
C) VVF 
D) FFV 
E) FVF 


L Falso 


ZA y IB: regiones convexas 


Pero А ‹ В no es una región convexa. 


|2Б 


II. Verdadero 


7 М 


IM: region convexa 
P: recta secante de IM 
Notamos que las regiones IM, y IM, deter- 


minadas por 7, son regiones convexas. 


Ш. Verdadero 


B 


ZA y IB son regiones no convexas. 
Pero A A Bes una región convexa. 
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PROBLEMA N.? 18 


Indique la verdad o falsedad de las siguientes 

proposiciones: 

I. El círculo es un conjunto conexo. 

П. En un triángulo ABC se traza la mediana 
AM; si К es la región triangular ABC, en- 
tonces R-AM no es un conjunto conexo. 


III. La intersección de dos conjuntos conexos 
siempre es un conjunto conexo. 


A) VFF B) FVV С) VVV 
D) FFV E) VVF 
Resolución 


I. Verdadero 


IM: círculo 

Del gráfico V A, B € IM, existe al menos 

una línea curva cerrada @, tal que 

A,Be Фл @ сМ 

Por lo tanto, IM será un conjunto conexo. 
II. Verdadero 

Esta proposición ya se analizó en la propo- 


sición | del problema N.° 14. 


III. Falso 


ZA y IB: conjuntos conexos 


Conceptos topulógicos 


Notamos del gráfico que А ^ IB nos da un 
conjunto de dos piezas. Por lo tanto, А ^ IB 
será un conjunto no conexo. 


Clave | Е 


PROBLEMA N.? 19 

Determine si son verdaderas o falsas las si- 
guientes proposiciones: 

I. Un subconjunto de la recta euclidiana es 


conexo si y solo si es un segmento de ella. 


Exterior de A (E, ) 


P ЧУ + 


‘Interior 
1 deA (I AM 


Frontera de A (F4) 


FA=C(UA VEA); C: complemento 


Ш. 
к 
"€ T punto de 
E “>. contacto 
n E 
Siendo A conjunto A, y B conjunto B. 
Si AUTUB=E, E es un conjunto 
conexo. 
A) VVV B) VFV C) VFF 
D) FVV E) FVF 


27| 
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x 
Resolución 


L Falso 
Un subconjunto conexo de una recta no 
solo podría ser un segmento, sino también 
un punto, un rayo o una semirrecta. 


IL Verdadero 


Del gráfico: 
C(FA) =I, Y Ej 
C(C(F,)) »C(I4 U Ea) 
FA-—C(lAU En) 


Ill. Verdadero 


T es punto de contacto entre los bordes de 
A y B. 
E=AUTUB 
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Entonces, E será un conjunto de una sola 
pieza. 
Por lo tanto, E será un conjunto conexo. 


Clave | р 


PROBLEMA N.° 20 


De las siguientes proposiciones, señale su 

condición verdadera o falsa: 

I. El vacío es un conjunto convexo. 

П. El punto es un conjunto convexo. 

ІП. El punto es un conjunto inconexo. 

IV. Infinitos puntos consecutivos forman un 
conjunto conexo. 


A) VVFF B) VFVF C) FVFV 
D) FFVV E) FVVF 
Resolución 


I. Verdadero 
El conjunto vacío, a pesar de no tener ele- 
mentos, es un conjunto convexo. 

П. Verdadero 
El punto es un conjunto unitario y es 
considerado un conjunto convexo. 

Ш. Falso 
El punto es un conjunto simplemente 
conexo. 

IV. Falso 
Si en una recta se omite uno de sus puntos, 
se obtiene un conjunto de infinitos puntos 
consecutivos, el cual no será un conjunto 


conexo. 
Clave | А 


Capitulo 


seo 2 


Línea recta, 
segmento y ángulo 


Cuando observemos el paso de un cometa o el de los 
aviones que superan la velocidad del sonido, cualquiera de 
ellos dejan atrás una estela. que nos da la idca de recta. 


A su vez, los ingenieros y arquitectos utilizan segmentos 
para poder disenar los planos y el trazado de los terrenos, 
y en el medio en el que nos encontramos los podemos ver 
a cada momento; por ejemplo, en el piso o las paredes de 
una vivienda encontramos segmentos y ángulos. 


En este capitulo presentamos problemas de suma, resta 
y producto de las longitudes de los segmentos de linea 
recta, suma y resta de las medidas de ángulos, asi como 
de suplemento y complemento de ángulos. También abor- 
daremos las propiedades de ángulos entre rectas paralelas 
y una transversal. 


Capitulo T. 


Línea recta, segmento y ángulo. 


PROBLEMA N.? 1 De (II) en (1) 


Sean los puntos colineales y consecutivos A, B, х={ 
C, Dy E, tal que AB+CD=3(BC) y DE=AB. Si Por dato: 
luego se ubica el punto medio de BE, M, donde 


MD=2 y AE=16, calcule MC. Еее с 0 
MD=2; ME-ED=2 
A) 2 B) 3 C) 4 > h-m-2 
D 5 E) 6 DES 
Resolución h=20 => 2(-m=2 (IV) 
Piden x. De (Ш) + (IV) 
I—x—4—2—4 (m+ 40) + 20-m) 21642 
um к=) -h 1 6(=18 
A B С M D E AE 
r—m-—4— 0 —4 n—— — —|—m—4 
30 | cree 
Del dato, M es punto medio de BE Clave] B. 
> BM=ME=h 
x=BM-BC 
> x=h-( (1) PROBLEMA N.° 2 
Por dato En una recta se ubican los puntos consecuti- 
AB+CD=3(BC) vos A, В, С, Р. Si se cumple que la relación 
т+п=3( 4(AB) -BD-2(CD)=4, АВ=3 y AC=5, 
CE=m+n=3( calcule AD. 
BE=4( 
2h=4l A) 2 B) 3 C) 5 


> h=20 (П) р) 7 Е) 9 


atl 
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d 
Resolución 


Piden x. 


I X 


La — 


A B 
E— 3 A 


to +t 


С 
2 +—х-5 


Datos: 
AB=3 y AC=5 


Además 
4(AB) -BD-2(CD)-4 


Reemplazando las longitudes de acuerdo al 
gráfico: 

4(3)- (1-3) -2(x-5) =4 

25-3x=4 > 21=3х 
. x=7 
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PROBLEMA N.? 3 


Sobre una recta se ubican los puntos consecu- 
tivos A, B, Cy D tal que 

(AB) (CD) = (AD) (BC) 

(BC) (CD) =28 y 


CD-BC=7 
Calcule AC 
A) 2 B) 6 O 8 
D) 10 E) 12 
Resolución 
Piden x. 
m 
А В С D 
к—а——+- Ь | 


De los datos: 


(x-a)b=(x+b)a (I) 
ab=28 
b-a=7 
De (I) 
xb-ab=xa+ab 
x(b—a) -2ab 
> x(7)=2(28) 
^ х=8 
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PROBLEMA N.? 4 


Sobre una recta se ubican los puntos conse- 
cutivos M, A y B, siendo O el punto medio de < 
AB. Calcule К para que se cumpla la siguiente 
igualdad: 


(МА)? + (MB) -K[(MO)?- (A0)?] 


A) 1 B) 2 C) 3 
D) 4 E) 5 
Resolución 
Piden K. 


—— ы =з 
—— 3 nn 
M A O B 
HA y ————————3À 


A partir del dato: 
a?+b?=K(m*+n?) 

Del gráfico: 
a=m—n (1 
b=m+n (ID 


Línea recta, segmenta y ángulo 


De (1) ab+ac=3bc - Зас 
а?=т?-2тп+п? ab=3bc-4ac 
De (II) T 3b- 4a 
b -m^ e 2mn i? ab 
> ab -2(mn? +n?) T 32154 
b 
Pero 
25 10299 5555.25.13 sli c tic AE 
a^tb^-K(m^*n^) NR AM AN 
^. K=2 
Luego 
Clave | B В 
т=1; п=3 y (=4 
PROBLEMA N.° 5 se M 4+n+l=8 
En una recta se ubican los puntos consecuti- Clave | B 
vos A, M, №, R. Si (AM) (AR) = 3(MN) (NR) y 
SP. te ME calcule m+n + l. 
NR AM AN 
PROBLEMA N.° 6 
A) 16 B) 8 C) 12 Sobre una linea recta se ubican los puntos 
D) 14 E) 18 consecutivos A, B, C y D, tal que 
a b e d 
— + —T=—+— y 
Resolución AC CD AB BD 
Piden m+n+(% (BD)(CD) = (AC – BD) (AD). 
Pa Calcule e. 
A -M N R 
07 = REL A) 1 B) 2 O 3 
D) 1,5 E) 2,5 
Dato: 
Mil MEGA @ Resolucion 
NR AM AN 
Piden e. 
Además 
== 
AM) (AR) =3(MN) (NR A — = 
(AM) (AR) =3(MN) (NR) К Е С 5 
> a(b+c)=3(b-a)c (1) | т —— n——34 
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Dato: 
a b е 


— + — = — 4 — 
AC CD AB BD 


Por dato: 


(BD) (CD) =(AC-BD)(AD) 


уп= (т-у) (m+n) 
дулати) 
Рего 
т+п-у=х 
э 2уп=тх 
Del grafico: 


т-х=у-п 


а) 


qn 
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PROBLEMA N.? 7 


La suma de las medidas de dos ángulos es 80° 
y el complemento del primero es el doble del 
segundo. Calcule la diferencia de las medidas 
de dichos ángulos. 


A) 70° B) 10° C) 60° 
D) 50° E) 40° 
Resolución 


Sean о y В las medidas de los ángulos. 
Piden &-ß. 
Por datos: 

o4 p 809 (I) 

C(a)=2B (II) 
C(u): complemento de c 

C(a) =90°-а (III) 
De (III) en (ID 

909-o -2B 

> @+2В=90° (IV) 
De (IV) - (D 

В=10° 

> a=70° 
- «-p-609 
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PROBLEMA N.? 8 


éCuánto le falta al complemento de un án- 
gulo para que sea el suplemento del mismo 


ángulo? 
A) 45? B) 60° C) 75? 
D) 909 E) 80° 


5 
Resolución 


Piden x. 


Sea 0 la medida del ángulo. 


Por dato: 
C(8) +х=5(9) 


C(0): complemento de Ө 


S(0): suplemento de 6 
 C(0)290?-0 y 
$(0)=180°—0 
Luego 
(90°-6) +x=180°-6 


. x=90° 
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PROBLEMA N.° 9 


Se tienen los ángulos adyacentes AOB y BOC, 
tal que 


m«AOB m«BOC  m«COA 
2 3 5 


Calcule la medida del ángulo formado por las 
bisectrices-de los'ángulos АОВ y BOC. 


A) 309 B) 45° C) 60? 
D) 90°, E) 1209 
Resolución 


Piden m«XOY = T Я 


Linea recta, segmenta y ángulo 


№ 71 
xs vy 
A 
Por dato: 
m«AOB _ mxBOC m«COA 
2 3 5 


OX, OY: bisectrices de los ángulos АОВ y 
BOC. 


Alrededor de O, notamos: 
20+30+ 5a=360° 


10a=360° 
a=36° 
> maxoy = 286) 
2 
~ m<«xXOY=90° 
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PROBLEMA N.? 10 


Se tienen los ángulos consecutivos АОВ, 
BOC y COD. Si luego se trazan las bisectrices 
OX, OY y OZ de los ángulos AOB, COD y 
XOY, respectivamente, además 
m<«XOC+m<xXOD-4(m«BOZ)=80" y 
m<BOZ=50", calcule mxCOD. 


A) 10° В) 20° 
С) 40° 
D) 60° E) 80° 


asl 
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Resolución 
Piden mxCOD=2a. 


Por dato: 
OX, OY y 0% 
son bisectrices de los ángulos 


AOB, COD y XOY 


Además 
т< XOC-4m« XOD-4(m«BOZ) =80° (1) 
mx XOC-m« XOY - m«COY 
> mxXOC=2B+2y-a (Ш 
m«XOD-360?- (m« XOY-- m«YOD) 
=> m«XOD-3609-20-2y- o (UD 
Dato: 
m«BOZ=50° dv) 


De (II), (IIT) y (IV) en (1) 
(2B + 2y—c) +(360-2B-2y-—0) -4 (509) «80? 
— 360°-2a-200°=80° 
20.— 809 


m«COD-80* 


[ЗБ 


PROBLEMA N.? 11 


Se tienen los ángulos consecutivos AOB, BOC y 
COD, tal que m«AOB + m«COD-p. 
Calcule la medida del ángulo que forman las 


bisectrices de los ángulos BOD y AOC. 


p p p 
A) = B) = E) £ 
) 2 ) 3 | 4 
B В 
D) 6 E) A 
Resolución 
Piden m«XOY. 


«X 


` 


` 
Бә) 


Del gráfico: maXOY=at+o+y 
OX y OY son bisectrices de los ángulos AOC 
y BOD. 
Por dato: 

mxAOB+m<COD=P 

> @о+ф)+@ф+2ү)=В 

2(о.+ф+ү)=р 

2 (mx ХОҮ) =В 

В 


Y=" 
mxXO 2 


» 
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PROBLEMA М.° 12 


Se tienen los ángulos consecutivos AOB, BOC y 
COD. Si nx AOB-3(m« COD), mx AOC=120° 
y m«BOD = 100°, calcule la medida del ángulo 
formado por las bisectrices de los ángulos BOC 
y AOD. 


A) 6? B) 5? C) 8? 
D) 10? E) 12° 
Resolución 


Piden mxPOQ=x. 


OP : bisectriz del «BOC 
OQ : bisectriz del «AOD 


Del gráfico: 
x=m<xQOD - mxPOD 
x=y-0-a (D 
m«AOD=2y=40.+28 
> y=20+0 (ID 


De (ID en (I) 


x=0 


Por dato: 
m«AOC- 120° 
> 3a+20=1200 (UD 
m«BOD- 100° 
— o+26=100° (Iv) 


¿ines recta, segmento y anguio 


De (III) - (IV) 
2a=-20° 
a=10° 

"n x=10° 
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PROBLEMA N.? 13 


La diferencia de las medidas de dos ángulos 
adyacentes AOB y BOC es 38°. Calcule la 
m«BOD, si OD es bisectriz del «ЛОС. 


A) 36° B) 28° C) 42° 
D) 38° E) 19° 
Resolucion 
Piden m«BOD-a. 
B 
С 
р 
a. 0 
p a0 
О 


OD : bisectriz del angulo AOC 
Por dato: 
m=xAOB-mxBOC=380 
> (2a+8)-0=380 
20=38° 
a=19° 
. mxBOD=19° 


Clave | Е 


gl 
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PROBLEMA N.? 14 


Se tienen los ángulos consecutivos АОВ, BOC 
y COD, tal que: 

m«BOD - 3(m«AOB) =60° y 
mxCOD=3(mxAOC). 


* Calcule mxBOC. 


A) 12° 
C) 18° 
D) 22° 


B) 15° 
E) 25° 


Resolución 


Piden m«BOC-x. 


С 


A ЗВ 
А О 


Datos: 
m«BOD-3(m«xAOB) =60° (D 
m«COD-3(m«AOC) 
De (I) 
(x+3B) -3(B—x) 2609 
4x=60° 
. x=15° 


Clave | B 


PROBLEMA N.? 15 


En el gráfico, Z // Z . 
Calcule x. 
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A) 45° B) 30% С) 60° 
D) 90° E) 70° 
Resolución 
Piden x. 


Dato: Fi // F 


Del gráfico: 
x+B=180° (I) 
Ly 
20 
20 La 
LIZ 
=> 2«+90°+206=360° 
0+0=135° (П) 


Linga recta, segmento y ángulo: 


Del gráfico: Por dato: 7; // 7, 
В=0+0 (Ш) Por el teorema de angulos alternos internos: 
De (11) y (Ш) 2т=20 
B=135° э m=0 
2п=20 


Reemplazamos en (Т) 


х+135°=180° 


> n=Q 


Del grafico: 


"n x=45° 
- x=m+n y 
Clave | A 30-00 
> x-3p (1) 


PROBLEMA N.? 16 
En el gráfico, 7; // 7, . 


Calcule x. 


S 
— (1809-2p)42020—-360? 
2(0+0-В) =180° 


y ES 
A) 135% В) 130% С) 145° iia dd 
D) 152° E) 165° Pero 
й a+0=3ß 
Resolución 
> 3В-В=90° 
Piden x. B-B 
20-909 
В=45° (Ш) 


De (II) еп (1) 
x=3(45°) 
. x=135° 


Clave | А 
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PROBLEMA N.° 17 Se traza RG// 7, 
En el gráfico, Z // 7;. Si «ABC es agudo, > x+0=a 
calcule el máximo valor entero de x. х=0-0 (Ш). 
В Se traza BH // A. Luego, por teorema de án- 


gulos correspondientes: 


т+20=20 
т=2(0-0) (IIT) 


De (1) en (IID 
m=2x (IV) 


De (IV) en (I) 


2x « 90? 
o o 
A) 30 B) 46 x < 450 
С) 45° 
D) 44° Е) 60° Por lo tanto, el mayor valor entero de х será 44°. 


Resolucion Clave |р. 


Piden el mayor valor entero de х. 
PROBLEMA N.? 18 


En el gráfico, F //. 75 . Sia < 90°, calcule el 


minimo valor entero de x. 


Py 
> 


7, 


Dato: 7, // GF 


A) 44? B) 45? 
«АВС es agudo C) 89° 
> m < 90° (1) D) 91° E) 46° 


Jan - 


Linea recta, segmento y angulo 


Resolución De (IV) en (р) 
Piden el menor valor entero de x. 1809-2x « 909 


459 <x A 


Por lo tanto, el menor valor entero de x será 46°. 
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PROBLEMA М.° 19 


En el gráfico, 7; // Z y 75// G, . Sia < 60°, 


calcule el mayor valor entero de x. 


En el gráfico: x+a=B+o 
> х=В+ф-о (I1) 


A) 119° B) 1209 C) 115° 
D) 121? E) 125° 


Resolución 


Piden el mayor valor entero de x. 


Del gráfico: 
2042p-4 (180°-a) 23609 
> p+o=90°+> (ш) 


De (П)+(Ш) 


a 
=90°-2 
* 2 


- 0=180°-2х (IV) 


ail 
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Del dato: 
© BUG, 
> x=0.+0+b 
tA, 
> a-b 
Luego 
х=0+0+а (I) 
Por teorema de angulos conjugados internos: 
20.+20+b= 180° 
a=b 
> 20+20+а= 180° 


0+0=90°—5 (ID 


De (1) (II) 
a 
x =90°+ 7 
> а=2х-180° 
Рог dato: 
а< 60° 
=> 2x-180? < 60° 
х < 120° 
Por lo tanto, el mayor valor entero de x sera 119°. 
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PROBLEMA N.? 20 


Según el gráfico, 71 // 5. 
Si Ө toma su mínimo valor entero, calcule х. 


-— bi 


[42 


А) 45° В) 37° С) 74° 
р) 86° О) 76° 
Resolucion 
Piden x. 


Dato: 
YT, 
x4- (20 - B) - 90? 
> x-90?-p-20 (D 


Por teorema de ángulos conjugados internos: 

(p-6) £ (30) = 180° 

20+ p—180? (1D 
De (D+ (II) 

x-270?- 40 (Ш) 
Del grafico: 

20-B > 0; 

202 В 

> 40 > 20+В 

40 > 180° 

Ө > 45° 
Por dato, Ө es entero у minimo 

— 0=46° (IV) 


De (IV) en (UD 
x-270?- 4 (469) 
. x-86? 


PROBLEMA N.? 21 


Según el gráfico, 7; // Z . Calcule a. 


A) 10° В) 25° С) 20° 
D) 16° Е) 40° 
Resolucion 
Piden о. 


Dato: %// Fy 


Se traza РО// 7; у АВ// Z 


4 
1809-0 
2p 
2040-40 
A B 


(1809-9) 2B (20 - a. 0) - 360? 


> Qt2p420-1809 


En el gráfico: 
0+ 100°=B+ (0+w+0) 


100° 


=> 4@=100°-(ф+о) 


De (I) - (Il) 
B+a@=80° 


Reemplazamos en (Ш) 
0.—100?- 80? 
. @=20° 


PROBLEMA N.? 22 


En el gráfico, calcule x. 
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А) 30° 
D) 25° 


В) 24° 


С) 20° 
Е) 22° 


Linea recta; segimenta v ángulo 


Del gráfico: 
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Resolución 
Nos piden x. 


Por С, se traza 
? // AB 
Entonces 
x+y+60°= 180° 
x+y=120° 


lu 


(0 


En еї gráfico, si ZIF 


> 0=а+б+с+а 


En el problema: 
ү=х+х+х+х ә ү=4х . (D 


De (II) en (1) 


5х=120° 
nox-249 
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Capitulo 


эөе 4. 


Congruencia 
de figuras 


Dos figuras serán iguales si comparten los mismos puntos, 
es decir, las figuras que se analizan resultan ser una sola, 
pero cuando existen dos figuras que no comparten todos 
sus puntos, estas pueden ser: diferentes, semejantes, equi- 
valentes o congruentes. 


Un concepto de congruencia se puede obtener al obser- 
var objetos de nuestro entorno que tengan la misma forma 
y tamano, teniendo asi similares caracteristicas. 


Asimismo, dos figuras son congruentes si al superponerse 
coinciden todos sus puntos, además los lados y ángulos 
que coinciden se llaman correspondientes; entonces dos 
figuras congruentes tienen la misma forma y їатайо. 


En geometría, muchas veces se busca relacionar los ele- 
mentos de una figura con otra, y una condición para ello 
es que las figuras sean congruentes. Por ello es importante 
reconocer cuándo dos figuras son congruentes. 

En este capítulo planteamos problemas de congruencia 
de segmentos, par angular, ángulo, triángulo, polígonos y 
circunferencia. 


PROBLEMA N.? 1 


En un triángulo ABC se ubican los puntos 
MyNen AB y BC, respectivamente, tal que 
m«MCA =т<МАС y АВ=ВС. Indique qué se 
cumple. 


A) BM » BN B) BM « BN 

C) BM-BN 

D) CM » AN E) AN » CM 
Resolución 


Datos: 
m<xMCA=mxNAC 
AB=BC 
m<«BAC=m<«BCA=a+0 
> m«NAB-m«MCB-0 
AABN = A CBM(A.L. A.) 
> т=п 
`. BM=BN 
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Capítulo A. 


Congruencia de figuras 


PROBLEMA N.° 2 


En el gráfico mostrado, AB=AC y BD=EC. 
Señale lo que se cumple. 


A 


A) AE=BD B) AD=EC 

C) BF=FE 

D) BF=FC E) BE=CD=BC 
Resolución 
En el gráfico: 
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Datos: Resolución 
AB=AC y 
BD=EC 
mxABC=mxACB=0 


ADBC = AECB(L.A.L.) 


BD=EC 
> a=B 
n BF=FC 
Clave |р. Datos: 
m«BCD-m«BAE y 
PROBLEMA N.° з BD=BE 


En las siguientes proposiciones, dé el valor de ABEA = ABDC(A.L.A.) 


dad do DB=B BCD= AE. 
verdad cuando E y mxBCD=m<BAE E BC=BA=a+b 


AECD = ADAE(L. A. L.) 


Ё > mxDEA=mxEDC=04 
Analizando las proposiciones, tendremos: 
B D A I Verdadero 
П. Falso 
І ABEA=ABDC p 
IL. «EAD s «ECD 
A id > «EAD # «ECD 
III. «BDC = «BEA 
Ш. Verdadero 
IV. maDEA=m=xCDE 
Del gráfico: 
А) УУУУ «BDC = «ВЕА 
В) VFVV 
С) VFVF IV. Verdadero 
D) VFFV 


E) ЕУУЕ Clave | В 


lag 


PROBLEMA N.° 4 


Si en un triángulo ABC, AB = 5; АС = 7 y 
mxABC > m«BAC > mxBCA. Calcule BC, 
sabiendo que es un número entero. 


A) 3 | В) 4 

С) 6 

D) 8 E) 11 
Resolución 


Piden el valor entero de BC. 


Dato: 
m<xABC > mxBAC > m«BCA 
AB=5 y AC=7 


Por dato: а > f > 0 


Por el teorema de correspondencia en el AABC: 
ap 


E (1) 
p>0 
э х>5 (II) 


De (D y (il) 
5«x«7; x=BC 


Por lo tanto, el valor entero de BC será 6. 


Clave | € 


Cengruencia de figuras 


PROBLEMA N.? 5 


Dado un triángulo ABC, en AC y BC se ubican 
los puntos M y N, respectivamente, tal que 
AB-MC; mxABM=m<CMN; 

m«MBN = т< MNB y mxBAC = 50°. 

Calcule m«ACB. 


A) 50° B) 40° 

С) 60° 

О) 25° Е) 75° 
Resolución 


Piden mx АСВ=0 


А 
Д, 


EN 
A M C 
F ( — 
Datos: 
AB=MC 


mxABM=m=xCMN 
m<xMBN=m<xMNB 
m«BAC-509 


Del gráfico: 
AABM = ACMN (L. A.L.) 
> mxMCN=mxBAM 

"^ a=500 


Clave | А 
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PROBLEMA N.? 6 ABAN = AACM (A.L. A.) 
En un triángulo ABC, m«ABC-m«BAC > BN-AM 
y AB=AC. Se ubican los puntos N y M x-5=3 


en BC y AB, respectivamente, tal que 
m«NAB = m«MCA. Si AM=3 y CN=5, calcule 


AC. Clave] р 


 х=8 


А) 6 B) 5 
С) 7 PROBLEMA N.? 7 
D) 8 E) 10 En el gráfico mostrado, los triángulos ABC 
y CED son congruentes, donde AC=CD. Si 
Resolución EC = 5 y EF = 2, calcule AF. 
Piden AC=x. à D 
B 
E 
E 
A C 
A) 2 B) 5 
С) 4 
D) 7 E) 3 
Resolución 
Datos; Piden AF=x. 
АВ=АС . 


mxABC=m<xBAC 
m<aNAB=mxMCA, AM=3 y CN=5 
m<xACB=m<xABC=a 


Del grafico: 
m<«BAC=mxBCA=mxABC=a 
BC=AB=AC=x 
> BN=x-5 
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Datos: 

AC=CD, EC=5 у EF=2 
Además, los triángulos ABC y CED son con- 
gruentes. 

AC=CD 

> mxABC=mxCED=0 

AFBE: FB=FE=2 


Sea mxEDC=B 
Del gráfico: 
BC>EC > а> В 


Luego 
те BCA-zm«EDC-f 
> х+2=5 


. x-3 


Clave | E 


PROBLEMA N.° 8 , 


En un cuadrilátero ABCD, AB=5; ВС//АР; 
BC=2 y mxABC=2(m<«ADC). Calcule AD. 


A) 4 B) 5 С) 
D) 10 E) 12 
Resolución 
Piden AD=x. 


su 


Congruencia de figuras 


Datos: 
AB=5, BC=2, BC//AD y 
m«ABC-2 (mxADC) 
Sea H la intersección de las prolongaciones de 
AB y DC. 
mxHCB=m<xHDA=0. 
ABHC: isósceles 
— BH=BC=2 
mx AHD=m<x ADH=a 
> AH=AD 


. x=7 


Clave | € 


PROBLEMA М.° 9 


En un triángulo ABC, si 


m«ABC m<xBAC _ 
3 


mx ACB 


y AB = 5, calcule AC. 


A) 5 B) 8 C) 543 
D) 10 E) 15 
Resolución 
Piden AC=x. 


00001670 si 
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Datos: 
mxABC a m«BAC -m«ACB y 
3 2 
AB=5 


Se traza BQ, tal que mxQBC=mxQCB=a 


Por teorema del angulo exterior en el AQBC: 
m<AQB=0+0=20 
| mxAQB=mxABQ => AQ=AB=5 
m«BAQ-m«BQA ә BQ=BA=5 
ABQC: QC=BQ=5 
. x=10 


Clave] р 


PROBLEMA N.? 10 
En el gráfico mostrado, AB=BD y los triángu- 


los ABC y BDE son congruentes. 


Calcule ingen 
m«DAC 
B 
A С 
р Е 
А) 1 В) 1,5 С) 0,5 
D) 0,33 E) 2 


152 


Piden MBCA 


т«РАС` 


Dato: AB=BD 


Además, los triángulos ABC y BDE son con- 
gruentes. 
AB=BD => mxACB=m«DEB=x < 


Del grafico: 

BE>BC => o>0 
Luego 

m«DBE-0 


En la región sombreada, se cumple: 
х+Ө=у+ү (D 
AB=BD => mxADB=m<xDAB 
y=y+0 (1D 

De (1) en (1) 
x+0=y+ (y+0) 


Clave LE 


Congeuencia de figura: 


PROBLEMA N.? 11 PROBLEMA N.? 12 


En un triángulo ABC, en BC se ubica el En el gráfico mostrado, se cumple 


punto M, tal que m«MAB = m«MAC y B 
BM=MC. Se concluye así que: 


A) AB puede ser igual a AC. ММ 
В) AB puede ser mayor que AC. A ў 


С) AB puede ser menor que AC. S 
D) АВ=АС p 
A C 


E) A ABM = AAMC 


A) x < 90° 
Resolución В) x=90° 
С) 60° < x < 90° 
D) 90° < x < 120° 
E) 0° < x < 180° 


Resolucion 


Piden x. 


Datos: 
т«МАВ=т«МАС y BM=MC 


Se prolonga AM hasta С, tal que MG=AM 
AAMB = AGMC (L.A.L.) 
> GC=AB=a 
maxBAM=m<xCGM=0 
m«GAC=mxAGC 


Del gráfico: 
AACB = AACD (A.L.A.) 
> AB=AD y BC=CD=a 
^ AB=AC Notamos: x +y=180° (D 
ABCM = ADCM (L.A.L.) 


Clave | D > х=у (II) 


> a=b 


sil 


Lumbreras Editores 


De (ID en (I) Se prolonga AB hasta Q, de manera que 
2x=180° BQ=AB=2 
^ x=90° b. ABC = EX QBC(L.A.L.) 
Cie] B > m<xACB=m<QCB=0 


Se traza AH Lac 
E. АНС = E. ADC 


o 
PROBLEMA N.? 13 S 900и 
En un cuadrilatero ABCD, donde I.AHQ: AH « AQ > x <4 (I) 
Marea АРС = 90°, AABH: m«ABH > mxAHB 
mx ACD=2(m<ACB) y AB=2, 
calcule AD dado que es un valor entero. э x>2 ш) 
з De (I If 
A) 4 B) 2 C) 3 en i 
D) 6 E) 5 2<х<4 > 2«AD«4 
Por lo tanto, el valor entero de AD sera 3. 

Resolución 
Piden el valor entero de AD. Clave] с 


PROBLEMA N.? 14 


En un triángulo ABC, en AC se ubican 
los puntos consecutivos M, Q y N, tal que 
AM=NC. Si Q es punto medio "de MN y 
m«NBC = mxABM=20", calcule la m«BQC. 


A) 409 B) 809 C) 70° 
D) 90? E) 1009 
Resolución 


Piden m«BQC-x. 


Datos: 


m<xABC=m<xADC=90° 
mxACD=2(mxACB) у AB=2 
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Datos: 
AM=NC, mxNBC=m«ABM=20° 
Se construye el triángulo NHC, de modo que 
AABM = ANHC 
=> HC=BM=a 
y m«NHC=m<ABM=20° 


Notamos 


BH//NC 


Luego, en el (\BNCH se tendrá 
BN=HC > a=b 

AMBN: MB=BN y MQ=QN; (dato) 

AMBQ = ANBQ (L.L.L.) 
> m«MQB=m<xBQN=x 
2x=180° 

^ x=90° 


Clave | D 


PROBLEMA N.? 15 


Dado un triángulo ABC, en AC se ubica el 
punto M, tal que CM=AB. Si m«BAC—40? y 
m«BMC-70?, calcule m« ВСА. 


A) 30? 
D) 70? 


B) 40? C) 35° 


E) 20? 


Cangruencia de figuras 


Resolución 
Piden m«BCA =x. 


Datos: 
CM=AB; m«BAC-40? 
y m«xBMC- 70? 
Se traza 
BH tal que m«BHM- 709; 
MH-b y HC=m 
AMBH: MB=BH=a 
ABAH: AB=AH=b+m 
Luego 
AM=m 
ABMA = ABHC(L. A.L.) 
- х=40° 


Clave | B 


PROBLEMA N.? 16 


Dado un triángulo ABC, en la región inte- 
rior se ubica un punto P desde el cual se 
traza PH perpendicular a AC. Si AH-HC y 
т< PBA=m<PBC, asumimos que: 


A) AB-BC 
B) AB-AC 
C) BC=AC 
D) BC> AB 
E) AB=BC=AC 
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Resolución 


En el gráfico 


Datos: 
m«PBA -m«PBC 
PH LAC y AH=HC=m 
э AP=PC=l 
Se traza 
РЕ 1 АВ y PR1BC 
EX ВЕР = Ex ВЕР (A. L. A.) 
э BE=BR=a 
.  EP-PR-t 
BX APE: AE- JO - 1? y 
BS CPR: СЕ = -t 
EX АЕР =A СЕР (L.L. L.) 
Luego 
AE=CR=b 
AB=a+b 
BC=a+b 
"n АВ=ВС 
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PROBLEMA N.? 17 


Dadas las siguientes proposiciones, indique si 

son verdaderas o falsas: T a 

I. Dos triángulos rectángulos son congruen- 
tes si tienen dos lados respectivamente 
congruentes. 

IL Si en un cuadrilátero ABCD, BC=CD у 
mx ВАС= т< DAC, entonces los triángulos 
ABC y ADC son congruentes. 

Ill. Si en un cuadrilátero ABCD, AC=BD y 


mx ABD=m=x ACD=90%, concluimos que 


AB=CD. 
A) VFV B) FVV C) VVV 
D) VVF E) FFV 
Resolución 
І. Falsa 


a 


Los triángulos mostrados tienen dos lados 
respectivamente congruentes, pero dichos 
triángulos no son congruentes. 


П. Falsa 


Clave | А 


Del grafico 
BC=CD 
mxBAC=mxDAC 
Pero 
AABC # AADC 


lil. Verdadera 


Pa 


A D 
| т | 


Sea AD=m y AC=BD=0 
Por teorema de Pitágoras: 
x^-( —m? (E ABD) 

y +0=m? (E. ACD) 

> xay! 
noX-y 


Clave | Е 


PROBLEMA N.? 18 


En el grafico mostrado, AN=BM у СМ=ВМ. Si 
los triángulos ABN y BCM son congruentes, 
señale la proposición correcta. 


С 


Congruencia de figuras 


A) AM=2(CN) 
B) CN=2(AM) 
C) AM=CN 
D) AC=BM 
E) AC=BN 


Resolución 


En el gráfico 


Por dato, los triángulos ABN y BCM son 
congruentes. 


Además, AN=BM y CM=BN 
Por la congruencia: 
C+x=r+y (D 
AN=BM > mxABN=mxBCM=0 
CM=BN > mxCBM=mxNAB=0 
ABNA: BN=NA 
> r=l (ID 
De (ID en (1) 
U+x=l+y 
X 
` AM=CN 


Clave | с 
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PROBLEMA N.? 19 


En el gráfico mostrado, т«АВМ=т«СВМ y 
AM=NC. Halle el valor de verdad de las si- 
guientes proposiciones: 


B 


I. AABM = ACBN 
Il. AABN = ACBM 
Ш. BM=BN у АВ=ВС 
IV. AB=BN у BC=BM 


A) VVFF 
B) VVVV 
C) VFFV 
D) FFFV 
E) VVVF 


Resolución 


Datos: 


m«xABM=mxCBN 
AM=NC 


En el problema 14 se desarrolló un problema 
similar, en el cual se obtuvo: 
BM=BN 
> ABMA = ABNC(L.A.L.) 
AB=BC=( 
mxBAM=m<aBCN=6 
En el AAMB 
ф+о= В 
> po 
En el AABN 
B>0 
> 0>b 
Luego 
AB > BN y 
BC » BM 
Así tendremos: 
L Verdadero 
П. Verdadero 
III. Verdadero 
IV. Falso 


Clave | Е 


PROBLEMA N.° 20 


Langrüencia de figuras 


Del gráfico mostrado, señale la proposición 


correcta. 


A) Si r,>r, > РО > ММ 
B) PQ=MN © r > р, 
' C) Siempre PQ=MN 
D) No siempre PQ- MN 
E) АО=АМ y AM=AP 


Resolución 

Del gráfico Luego, en el problema 
m«QBA-2m«ABM ә AQ-AM-( 
m«PBA -m«ABN —› PA=AN=m 
m«AQB-zm«AMN-p 
mxANB=mxAPQ=4 

AQAP = AMAN (L. A. L.) 
> a-b 


`~ PQ=MN 


Clave | c 


59| 


Capitulo 


see б 


Triángulos — 


A diario, a nuestro alrededor, encontramos objetos que 
nos pueden dar la idea o la podemos asociar con algunas 
figuras geométricas; por ejemplo, los triángulos están pre- 
sentes en un juego de reglas denominado escuadras, en 
las velas de los barcos, etc. 

Existen muchos objetos de forma triangular y, por lo tanto, 
mantienen sus propiedades como la suma de sus medidas 
angulares igual a 180° o las longitudes de sus lados que 
permita su existencia. 

En este capítulo se resuelven problemas de las propieda- 
des fundamentales del triángulo, de las líneas notables que 
se pueden trazar en ella, así como del cálculo de longitu- 
des de segmentos y medidas de ángulos, haciendo uso de 
las propiedades de congruencia. 


TRIANGULOS PARTE I 


PROBLEMA N.? 1 


En un triángulo ABC, m«BAC-4(m«ACB) y 
AB-4. Calcule el máximo valor entero de BC. 


A) 14 B) 15 C) 16 
D) 17 E) 18 
Resolución 


Piden el máximo valor entero de BC. 


Datos: 
m«BAC=4(mxACB) y AB=4 
Se traza BP y BQ, de modo que 
m«BAP=2 (mxBQP) =40 
ЛАВР: BP=BA=4 
ABPQ: PQ=PB=4 
ABQC: QC=BQ=m 


Por teorema de existencia en el ABQC: 


x <2m (I) 
ABQC: m « 8 

> 2т < 16 (1) 
De (I) en (ID 


x«2m < 16 
> х < 16; BC > 16 


Рог Jo tanto, el mayor valor entero de BC 


sera 15. 


` Clave |B 


PROBLEMA N.° 2 


Del grafico, AB=LC=NC y maBML=3 (m«CAB). 
Calcule el mayor valor entero de m«:CAB. 


M 
B 
L 
A N C 
A) 20° В) 21° C) 229 
D) 23° E) 24° 
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Resolución 


Piden el mayor valor entero de m«CAB. 


Datos: 

AB=LC=NC 

mx BML-3(m« CAB) 
En el AAMN 

m«MNC-3x- x —4x 

LC=NC 

> MXINLC=mxLNC=4x 
En el ANLC 

8х+ф=180° 

— 8х < 180° 

x < 22°30 


Por lo tanto, el mayor valor entero de x sera 22°. 


“Cave Le 


PROBLEMA N.? 3 


En un triángulo ABC se traza la mediana AM, 
tal que BC « 2(AM). Calcule el máximo valor 
entero de m«CAB. 


A) 59? 
B) 60° 
C) 89? 
D):91? 
E) 45° 
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Resolución 


Piden el mayor valor entero de x. 


c 
A 


Del dato: BC « 2(AM) 
Sca: BC=2a y AM=b 

> 2a<2b 

a<b 

Se ubica P en AM tal que PM=a 
Luego, AP=b-a 
ABPC: BM=MC=PM=a — m«BPC=90° 
Del 4ABPC: mx BAC < m«BPC 

x < 90° 


Por lo tanto, el mayor valor entero de x sera 89°. 


Clave | с 


PROBLEMA N.? 4 


En el gráfico, calcule x. 


A) 18° 
D) 26° 


B) 20? 


Р 
Resolución 


Piden x. 


Del gráfico: 
В+0=90° 
э 0=90°-В 


Luego, AM у CM bisecan un ángulo interior y 


un ángulo exterior en el triángulo ABC. 
> mxABC=2(mxAMC) 
mxABC=2x (1) 


De igual modo, en el triangulo 
m«NQC-2(m«ABC) 


> 3x420?-2(m«ABC) (II) 


De (I) en (II) 
3х+20°=2(2х) 
20°=4х-3х 
"o х=20° 


Clave | В 


PROBLEMA N.^ 5 


Del gráfico, a+b+c+d > 546°. Calcule el me- 
nor valor entero de x. 


Tmángulas 


A) 54° B) 632 С) 60° 
р) 62° Е) 98° 
Resolución 


Piden el menor valor entero de x. 


Del dato: 
a+b+c+d > 546° 


Del gráfico (región sombreada) 
2x+x=m+n 


> 3x=m+n (1) 


es! 
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| Nota A) 28° B) 31° C) 30° 
D) 26° E) 24° 
Oa 
Resolución 
6+180°=ct+B 
B Piden x. 
ÓN ¡UN 


En el AABC 
m+180%=a+b 
En el APQR 
n+180%=c+d 
> m+n+360"=a+b+c+d (II) 


De (1) en (II) 
3x+360%=a+b+c+d 
> 3х+360° > 546° 


3x > 186° 
х > 62° 
. aie , Dato: 
Por lo tanto, el minimo valor entero de x sera 
y AB=BC 
63°. 
Se traza 
B 2 
Clave BQ de manera que mxBQA=20 
> AB=BQ=QP=( 
o 
| PROBLEMA N.° 6 m«QBC-609 y 

En el gráfico, АВ=ВС. Calcule x. BQ=BC=0 


AQBC=equilátero 
B/40—60? à: 1 
x э QC-t 


A (20 En el gráfico. si 
QB-QC-QP 


> |x-28 


[БВ 


Еп el problema 


QB-QC-QP-0 
ә m«BQC-2(m«BPC) 
60°=2x 

| х=30° 


Clave | с 


PROBLEMA N.° 7 


En un triangulo ABC se ubica el punto P, exte- 
rior relativo al Jado BC. Las longitudes de los 
segmentos PB, PC у PA estan en la razón de 1, 
2 y 3. Calcule la suma del mayor y menor valor 
entero que puede tomar AP, si el perímetro de 
la región triangular ABC es 39 cm. 


A) 38 cm B) 39 cm C) 40 cm 
D) 42 cm Е) 44 cm 
Resclución 


Piden A Pent, máx t AP em. min =X- 


Del dato: 


2a asc=39 cm 


> atb+c=39 cm 


Por teorema de existencia en los triángulos 
APB, BPC y APC tendremos: 


210 <а< 40 
(<b < 3 
(<с< 5 
> 40 <а+р+с < 120 


Del grafico: 


AP=30 —› E) 
3 
(5) < 39cm < ES 
3 3 
(E) <39cm > AP< 29,25 cm 


39cm < 4(АР) > AP > 9,75 cm 


Luego 
APem máx=29 cm 
АР, mín 7 10 cm 


* х=29 cm +10 cm=39 cm 


Clave] B 


PROBLEMA N.° 8 


Dado un triángulo, la longitud de dos de sus 
lados son a y b. Calcule el mayor valor entero 
de la longitud de la mediana relativa al tercer 
lado sabiendo quea y b son pares. 


a+b+4 a+b 
A 
) 2 x 2 
a+b-2 
G) 2 
D) a+b+2 E) a+b-4 
2 2 


Б7| 
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Resolución 


Piden el mayor valor entero de x. 


B 


x va 


Datos: 
AB=a 
BC=b 
Se prolonga BM hasta Q de manera que 


MQ=MB=x 


AAMB = ACMQ (L. A.L.) 
> QC=AB=a 


Por teorema de existencia en el ABCQ 


2x <atb 


Por dato, a y bson números pares. 


> (2) е2 
2 


Por Іо tanto, el mayor valor entero de x sera 


Ex | ; Е 
——-1|9 
2 2 


[eg 


PROBLEMA N.° 9 


En un triángulo ABC se traza la altura BH 
(H є АС) у las cevianas interiores BL у BS, tal 
que Le AH y Se HC, AL=a, LS=b, CS, 
m«BAC = 2(m«HBS) y m«ACB = 2(m«HBL). 
Calcule AB--BC. 


а+2Ь+с 


А) 2 B) a+3b+c 

C) 2a+b+c 

D) a+2b+c E) a+b+2c 
Resolución 


Piden AB+BC=x+y. 


Datos: 
AL=a, LS=b y SC=c 


Además 
т‹«ВАС=2(т« HBS) =20 
mx ACB-2(m« HBL) -2a 


Del grafico: 
mx ABS-m« ASB —90?-0 
— AB-AS 
х=а+Ь (1) 


Triangulas 


mxBLC=mxLBC=90"-a Por dato: 
=> BC=LC (0-a) < 29° 
y=b+c . (П) Por el teorema del angulo exterior: 
х+ф=30 0 
De (1) + (II) yiosi (1) 
^ x+y=a+2b4c 
De (D - (ID 
Clave | D x—y-3(8-0) 
x-y 
э (0-o0)- —— 
(9-0) 3 


PROBLEMA N.? 10 
Reemplazando en el dato: 


. Del gráfico, 0-a < 29°. Calcule el mayor valor x 
ХУ 290 
entero de (x-y). 3 Р 
х-у < 87° 
Por lo tanto, el mayor valor entero de (x—y)será 


86°. 


Clave | E 


PROBLEMA N.? 11 


En el gráfico, ot [1-0—25?. Calcule x+y+z. 


A) 769 B) 879 C) 88? 
D) 89? E) 86? 
Resolución 


Piden el mayor valor entero de (x-y). 


A) 202? B) 242° C) 310? 
D) 201° E) 301? 


gal 


Lumbreras Editores 


Resolución PROBLEMA N.° 12 
Piden х+у+т. Según el grafico, MN// AC y MN=NC. Calcule Ө. 


Del dato: A) 28° B) 30° C) 32° 
а+В+0=25° Dye ED OBS 
En el AABMC Resolución 
х=а+ (504b) +30 (1) Ріаеп 0. 


Análogamente tendremos 
y=5$+30+a+c (її) 
2=50+3P+b+c (Ш) 
Sumando (1), (II) y (Ш) 
х+у+2=8(0+В+0) +2(a+b+c) 


> xty+z=2(50+58+50+0+b+c)- 


2 (0+04+P) (IV) Ed 
AABC: 50+5В+50+а+Ь+с=1809 (у) Datos: 
MN//AC y MN=NC 
m<NMC=mxACM=0 
m<«MNC=m<xACD=4a 
MA E MN=NC > m«MCN-m«CMN-8 


Clave] € AMNC: 20+40=180° (І) 


Ое (У) еп (ІУ) 
х+у+2=2(180%) -2(25°) 


In 


LA MBN: З0+40+50:=360° 
120-3609 
oc 300 (II) 
De (ID en (1) 
20--4(309) 21809 
- 0-30? 


Clave | B 


PROBLEMA N.? 13 


Indique el número de triángulos escalenos cu- 
yos lados son enteros, sabiendo que el perime- 
tro de la región triangular es menor que 13. 


A) 1 B) 2 C) 3 
D) 4 E) 5 
Resolución 


Piden el número de triángulos escalenos de 
lados enteros cuyos perímetros (2p) sean me- 
nores que 13. 


Del dato: 
2p < 13 
> atb+c<13 @) 
Sea 
a>b>c 
Por'teorema de existencia en el A ABC: 
a<bte 
> 2a<atbte (II) 


irjángulo: 


De (1) y Ш) 
2a <a+b+c< 13 
a 0; сє 72 


> atbtceZ 


Luego 
2a < 12 
> a«6 (III) 


Además 
c>a-b>0 
2 с>] (IV) 


De (Ш) y (IV) 


б>а>Ь>с> 1 


Sea с=2 


> 6>a>b>2 


Si b=3 

> а=4 (V) 
Si b=4 

> a=5 (VI) 
Sea c=3 


> 6>a>b>3 


> а=5 (VID 
De (V), (VD y (VID 
ie Seis SG 
3 4 4 
Por lo tanto, el número de triángulos es 3. 


Clave | € 
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PROBLEMA N.? 14 TRIÁNGULOS PARTE ЇЇ 


En un triángulo ABC se prolonga CA has- PROBLEMA N.? 15 

ta el punto L, tal que m«LAB-3(m«ACB) y 

AB=4. Indique entre qué valores se encuentra En un triángulo ABC, se trazan la mediana BL y 
comprendido AC. la ceviana interior AM, las cuales se intersecan 


en E. Si AE=BC, calcule BM / ME. 
A) (0; 8) B) (4; 8) С) (2; 8) 


D) (2; 16) E) (8; 16) A) 1/2 B) 2 С) 1 
D) 3/2 E) 2/3 
Resolución 
Piden AC=x. Resolución 
BM 


Q Piden ——. 
DE ME 
qi 


De los datos: maLAB=3(m<ACB), AB=4 


os Del dato, BL es mediana en el A ABC, además 
Se prolonga CB hasta Q 


AE=BC 
m<AQB=0 fe 
m«AQC-m«ACQ Prolongamos BL hasta Q, de manera que 
> AQ=AC=x » QC//AE 


> mx«xEAL=mxQCL=a 
m<AEL=mxCQL=0 


AQAB: QB=AB=4 

Por teorema de existencia en el AAQB 
x<8 (D AAEL= ACQL (A.L.A.) 

Por teorema de correspondencia en el AABC > QC=AE=a 

BC=QC => m«QBC-m«BQC-0 

m«EBM=mxBEM=0 


mxABC>mxACB > x>4 (Ш 
De (I) y (I) 


— BM=ME 
4<x<8 
~ хє (4; 8) BM e| 
ME 


Clave | B ` Clave | € 
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PROBLEMA N.? 16 


Dado un triángulo ABC(AB=BC), se ubica el 
punto P en la región exterior relativo a BC, tal 
que BP=PC y m«ABC-2(m«BAP). Calcule 
т<ВАР. 


А) 20° В) 25° С) 30° 
D) 35° Е) 40° 
Resolución 


Piden mxBAP=a. 


Datos: 
m<xABC=2(m<BAP) 
BP=PC 

Trazamos BM, tal que 
m«MBA -m«MBC-a 

AMBA = AMBC (L. A.L.) 
m«MCB-m«MAB-a« 
— MC=MA=a 


En el grafico 
se cumple: 
x=90° 


Luego, en el problema 
MB=MC у BP=PC 
> m<«MHB=90° 

EX AHB 
0+20:=90° 

 о=30° 


Clave | с 


PROBLEMA N.? 17 


En un triángulo ABC se traza la ceviana inte- 
rior BD, tal que m<DBC=90°, DC=2(AD) y 
m«ABD =m«BCA. Calcule m«BAC. 


A) 30° B) 37° C) 45° 
D) 53° E) 60° 
Resolución 


Piden m«BAC-x. 


L— m ——3À—— m ———-——- m ——34 


Datos: 
DC=2(AD) 
mxABD=m«BCA 
Sea 
AD=m 
> DC-2m 
Trazamos 
"BQ/DQ-QC-m 
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Por teorema de la mediana relativa a la hipo- 


tenusa en el b DBC: 


ABQC=BQ=QC=m 
ә mxQBC=mxQCB=0 


Luego 
m<«xABQ=90° 


En el ix QBA 
AQ=2(BQ) 


En el & ОВА es notable de 30° у 60° 


x=30° 


Clave | A 
PROBLEMA N.° 18 


En el gráfico, BD=2(MC), AB=AD y AM-DC=12. 
Calcule la distancia de M a BC. 


A 
LX 
Ue 
C 


B 
A) 8 B) 4 С) 6 
D) 12 E) 18 


174 


Resolución 
Piden MH=x. 


I—— а —+—— a => bh ———3À 


Por dato: 

BD=2(MC) 
Sea 

MC=a — BD=2a 
Se traza AQ L BD 


Por dato: : 
AB-AD — BQ-QD-a 

Prolongamos DM hasta G, de manera que 
m«GCD- 909 

AMCG: MC=GC=a 

I. ССР = РОА (A.L.A.) 


> DC=AQ=b 
Al trazar DR 1 AM, por teorema de la 
bisectriz: 
MH=MR=x 
б. AQD = АЕР (A.L.A.) 
— AR=AQ=b 
Dato: 
AM-DC=12 > (b+x)-b=12 
^ x=12 


Clave | р 


PROBLEMA N.? 19 


En el triángulo ABC se traza la mediana BM. 
Si mx ABM=2 (m«MBC) у BC=2(BM), calcule 
m«MBC. 


А) 48? B) 36° C) 30° 
D) 28? E) 37° 
Resolución 


Piden m«MBC-80. 


Datos: 

BC=2(BM), m«ABM-2(m«MBC) 
Se prolonga 

BM hasta Q, de manera que MQ=MB=/U 
AQMC = ABMA (L.A.L.) 

> mxMQC=m<«MBA=20 
AQBC: BQ=BC=21 

ә mxBCQ=m«BQC=20 
AQBC: 

04-204- 20 — 180° 

50-1809 

- 0-36? 


Clave | B 


PROBLEMA N.° 20 


En un triangulo ABC se trazan las bisectrices 
interior y exterior del vértice B y C, respectiva- 
mente. Desde A se trazan las perpendiculares 
AM y AN a dichas bisectrices (M y N perte- 
necen a las bisectrices). Si BC+AC-AB=p, 
calcule MN. 


B) p/2 


C) p/3 
E) p/5 


A)p 
D) p/4 


Resolución 
Piden MN=x. 


Dato: BC+AC-AB=p 
Sea BC=a, AC=b y AB=c 
Reemplazando en el dato: a+b-c=p 
Se prolonga ÁN y AM hasta P y Q, respec- 
tivamente. 
Б AMB = E. QMB (A.L. A.) 
> QB=AB=c y QM-MA-( 
Ex CNA =A CNP (A.L.A.) 
э PC=AC=b y NP=NA=m 
MN: base media del triángulo APQ 


MN = 5 > y que 


р 


x=£ 


2 
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PROBLEMA N.? 21 


Se tiene un triángulo ABC en el cual se ubi- 
ca el punto interior P, tal que PC=BC, 
m«PAB- m«PAC — 12? y m«RBC- 102°. Calcule 
РСВ. 


А) 18° В) 24° С) 36° 
р) 30° Е) 42° 
Resolución 


Piden maPCB=x. 


PROBLEMA N.? 22 


En un triángulo ABC se traza la ceviana inte- 
rior BL, tal que m«LBC=6°, m«BCA-58? y 
AL=LB + BC. Calcule m«ABL. 


A) 60? B) 69° C) 78° 
D) 87° E) 84? 
Resolución 
Piden m« ABL. 


Datos: 
CP=BC, mxPAB-m«PAC-12? y 
m«ABC — 102° 

Se traza CQ, de manera que m«CQB — 78° 
m«QBC -m«BQC- 78° 


> QC=BC=2l 

m«ARQ=90% => QR=RC=6 
Luego 

PC=2(CR) 


Ex PRC: notable de 30? y 60° 
> mx«RPC=30% m«PCA-189 
BX PRC: m« PCR — 609 
э x+24°=60° 
"^ х=36° 


Clave | с 
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Datos: т «1 ВС = 6°, maBCA=58" y 
AL=LB+BC 


Sea BC=a y BL=b 
> AL=a+b 
Se traza BQ,de manera que m«BQC-58? 
> m<xQBL=58° 
Luego 
QL=BL=b 
> AQ=a 
AQBC: isósceles de base QC 
> QB=BC=a 
AQ=QB > m«QAB-m«QBA-299 
mxABL=29°+58° 
^ m«ABL-87? 


Clave | р. 


Iriánguios 


PROBLEMA N.° 23 Luego 


= jo = jo 
En un triángulo ABC se traza la ceviana inte- m«NBD-70? — 60°+х=70 


rior BD, tal que . x=10° 
AB-CD y m«BAC —5(m«BCA) = 100°. 
Calcule la m«DBC. Clave] A. 
A) 10° B) 12° С) 14° 
PROBLEMA N.° 24 
D) 16° E) 18° 
En un triángulo ABC, la mx ABC=3(m=xACB). 
Resolución Sila mediatriz de BC interseca ala prolongación 


de la bisectriz interior BM en Р, calcule el 
mayor valor entero de m«PCA. Considere que 
el triángulo ABC es acutángulo. 


Piden mxDBC=x. 


A) 13° В) 14° С) 15° 
D) 29° Е) 30° 
Resolución 


Piden el mayor valor entero de m«PCA 


Datos: AB=CD 
m«BAC-5(m«BCA) = 100% 


Se prolonga CA hasta M, tal que т<ВМС=80° 
Luego MC=BC=b 


Se ubica el punto N, exterior y relativo a BC, 
tal que el triángulo BNC sea equilátero. 


> NB=NC=b Dato: m<xABC=3(m-<ACB) 
Sea mxACB=20 — т«АВС=бо 
ANCD = ACMB (L.A.L.) 


Y: mediatriz de BC 


> ND=BC=b 
m«DNC=200 ' — PB-PC; m«PCB-m«PBC-3a 
> mxBND=40° Luego, m«PCA =Q 


пі 
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Por dato, el triángulo ABC es acutángulo. 
m«ABC < 909 
э бо < 90? 
а < 15° 
> mxPCA < 15° 


Por lo tanto, el mayor valor entero de m«PCA 


Clave | B 


será 14°. 


PROBLEMA N.? 25 


En el interior de un triángulo ABC se ubica el 
punto р, tal que BD=AC. 

Si mxABC=mxBAD=mxBCD, calcule la 
m«BAD. 


A) 30° B) 37° C) 53° 
D) 20° E) 45° 
Resolucion 


Piden m«BAD- 0. 


Datos: 
mxABC=m<BAD=mxBCD 
Además BD=AC 


[78 


Se traza DQ//AB 
maxDQC=mxABC=0 
mxDQC=mxDCQ=0 
> DQ=DC=b 


En el gráfico 
se cumple: a=b 


Luego, en el problema: AD=BQ=m 
ABQD = A ADC(L.L. L.) 
> mxBQD=mxADC=30 
40= 180° 
^ 0245? 


Clave | E 


PROBLEMA N.? 96 
Del gráfico, DL=4 y mxADC=90°. Calcule BC. 


B 


B)2 
D) 8 E) 12 


Resolución 
Piden BC=x. 


Del dato: DL=4 

Prolongamos CD hasta M, tal que MD=DC=a 

AMAC: isósceles (AM=AC) 
mxMAD=m<«CAD=0 

Se traza MH 1 AC 

EXABC EE. AHM (A.L.A.) > HM=BC=x 

Ex MHC: DL// MH 

yMD-DC => MH=2(LD) 

Luego, x=2(LD) 


"^ x=8 


Clave | р 


PROBLEMA N.° 27 


Dado un triángulo ABC, en la región in- 
terior se ubica el punto L, tal que BC=CL, 
m«ABC= 98% y mxBAL=m«LAC=8". Calcule 
m«LCA. 


A) 200 
D) 30° 


В) 2228 С) 24° 


E) 152 


Resolución 
Piden maxLCA=x 


A С 
Datos: 
BC=CL, mxABC=98° 
m«xBAL=m<«xLAC=8° 


Prolongamos AB hasta Q, tal que 


mxAQC=820 
AQAC: isósceles (AQ=AC) 
m<xAOQ=90°; OQ=0C=a 
ABCQ: BC=QC=2a 
Luego, LC=BC=2a 
EXLOC: LC=2(OC) 
=> mxOLC=30° 
AALC: х+8°=30° 
. x=22° 


Clave | B 


PROBLEMA N.° 28 


Se tiene un triángulo rectángulo ABC (recto en 
B), donde se traza la altura BH y lamediana BM, 
tal que m«HMB = т<НВС. Calcule m«ACB. 


A) 459 
D) 36? 


B) 37? C) 309 


E) 229 30 
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Resolución 
Piden mxACB=x 


A H M C 
— т | т 1 


Por dato, BM es mediana 
MC=BM 
> m«MBC=m<MCB=x 

Por teorema del ángulo exterior en AMBC 
m«HMB-2x 

Dato: 
m«HBC- m«HMB 
> m«HBC=2x 

Ex BHM: 3x=90° 

. x=30° 


Clave | с 


PROBLEMA N.° 29 


En un triangulo ABC se traza la ceviana 
interior BL, tal que AC-2(AB)-2(BL) y 
m«xBAC+2(m«BCA)=90°. Calcule m«LBC. 


177 197 

o — — 

A) 6 BS eos 
21° 239 
D) = JE 
»- ) 5 


Resolución 
Piden mxLBC-x. 


Datos: AC=2(AB) =2(BL) 


m«BAC +2(m<xBCA)=90° 


Sea maxBAC=2a => mxACB=45-a 


Prolongamos CB hasta M, de modo que 


m«AMC=45°+a 
> т«МАС=90°; 
m<xABM=45°+a@ 


AMAB: AM=AB=a 


М MAC: AC=2 (AM) 
а 
> mxACM= => 
539 
2 
379 
С = 
2 


ALBC: xt (45° о) =20 
> х=30-45° 


45°-о= 


> 


De (I) en (ID 


о 
xa Jus 


2 


(I) 


(D 
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PROBLEMA N.° 30 
En el grafico, BC=EG y AM=ME. Calcule x. 


Sib>a > AABCsAMNQ 


Luego, en el problema: 
ALMA = AGME 


Aox-709 
A) 709 B) 75° C) 80? 
D) 85° E) 65° Cleve | A 
Resolución 
Piden x. PROBLEMA N.? 31 


En la región interior de un triángulo se ubica 
el punto Р, tal que AB=PB+BC, m«ABC-90? 
y m«PBA =2(m<PAB). Calcule mxPCB. 


A) 37° 
B) 22? 30' 
C) 15° 30' 
D) 30° 
E) 45° 


Resolución 
Piden m«PCB=x. 


Datos: 
BC=EG y AM=ME 

Se traza AL, de manera que mxALC=110° 
> m«LAB=mx«BCL=f 

ЛАС = АСВА (A.L.A.) 
> AL-BC-( 

AAFM: 6=70°+y => ф > 70° 

AAML: ф=70° ә (> т 
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Datos: 
AB=PB+BC, mxABC=90° 
m<«xPBA=2(m<PAB)=15° 

Sea РВ=а y BC=b ә АВ=а+Ь 

Se traza PQ, de manera que т< РОВ= 15° 
=> PB=PQ=QA=a 

Luego trazamos PH 1 QB, tal que 
m<xQHP=30° 

EX QMH: notable de 30° y 60° 
— HQ=2(QM); HQ=b 

AHQP = ACBP (L.A. L) 
— m«PCB-m«QHP 

"^ х=30° 


Clave] D 


PROBLEMA N.? 32 


Dado un triángulo rectángulo ADE, recto en 
D, se ubica el punto C en la región exterior 
relativa a AE, luego se traza CB perpendicular 
a DA(B є DA), tal que ABC y ADE son trián- 
gulos congruentes. Calcule el mayor valor en- 
tero de m«AEC. 


A) 88? B) 89° C) 90° 
D) 91° E) 92° 
Resolución 


Piden el mayor valor entero de m«AEC. 


1 82 


Por dato, los triángulos АВС у ADE son 
congruentes. 


m<ABC=m«xADE=90° 
> AC=AE=0 
En el AAEC 
2x+6= 180° 
2x < 180° 
x < 90° 


Por lo tanto, el mayor valor entero de mxAEC 
será 890. 
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PROBLEMA N.? 33 


En la región interior de un triángulo ABC se 
ubica el punto E, de modo que 


AB=CE, m«BCE = mxEAC y 


<BCE 
m«BAE-m«ECA- 30% mee 
Calcule m«EAC. 
A) 15° B) 30° C) 5° 
D) 379 E) 539 
Resolución 


Piden m«EAC-2a. 


Datos: A) 28930 В) 25°30' С) 18°30' 
AB=CE, maBCE=m«EAC y D) 22° 30 E) 26°30 е. 
теВАЕ= т<ЕСА =30°- mee Resolución 


Piden y. 
m«BAC -m«BCA -30?t o 


> АВ=ВС=! 
En el AEBC 
EC=BC=0 => m«EBC=90°-a y 
m«ABE=30"-a 
Luego, EA=EB=m 
Se traza EQ, de manera que тї«ОЕС=30°-@ 
AEQC = AAEB (A.L.A.) 
> QC=EQ=m 
AE=EQ 
> mxEQA=2a 


Dato: 


2 (AB) =2(PC) =5(BP) 
Por teorema del ángulo exterior, en el AEQC: 


Sea 
2a= (30° - a) + (30?- a) BBC 
л > АВ=РС=5 
a=15 — 
. т«ЕАС=30° Se prolonga BP hasta L 


=> mxAPL=3y y mxLPC=2y 
Cave] B APLC = ABPA (A.L.A.) 


PROBLEMA N.° 34 => PL=PB=2( 
‚ Se traza 
Del gráfico, 2(AB) =2(PC)=5(BP). Calcule y. ao eee 
m<xAPL=m<xALP=3y 
— PQ=QL=0 


EX АОВ: 5(BQ)=3(AB) 
E. АОВ: notable de 37? y 53° 
=> 2ү=53° 
. y-26? 30' 


Clave | E 
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Capitulo 


LIEN 


Muchos objetos de nuestro entorno nos sugieren la idea 
de cuadrilátero, por ejemplo la hoja de un libro, la super- 
ficie de la pizarra, etc. A diferencia del triángulo, un cua- 
drilátero no siempre limita una región convexa, y a pesar 
de no variar las longitudes de sus lados, sus medidas an- 
gulares pueden variar. Por ello su clasificación obedece al 
paralelismo de sus lados opuestos. 


En el presente capítulo se dará solución a problemas que 
hacen uso de las propiedades del trapezoide, trapecio 
y paralelogramo y los elementos de cada uno de estos 
ültimos. 


PROBLEMA N.? 1 


En un trapezoide ABCD, 4(AB)=3(BC), 
AD=5/3(AB)+CD y m«BAD=53°. Calcule 
m<«xBCD. 


A) 127° 
D) 143° 


B) 120° C). 1159 


E) 1379 


Resolución 
Tenemos 


AD==(AB)+CD; 
m«BAD-539 

Si AB=30 => BC=4( 
~ AD=50+CD 


т—і 


Е 
= 


c 50 


Trazamos ВЕ, tal que mxABE=90° 
э ВЕ=4{ y АЕ=5( 
SiCD-m => AD=5l+m 
> ED=CD=m 


Capítulo б ET 


Cuadriláteros: 


Además, CABCDE: trapezoide simétrico 
> mxBCD=mxBED 
Por lo tanto, la m«BCD es 143°. 
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PROBLEMA N.? 2 


En un trapezoide ABCD se ubican los pun- 
tos P y Q en AD y BP, respectivamente. Si 
(Q € AC), tal que los triángulos ABQ y QPD 
son congruentes, calcule AQ. Considere que 
m«AQB —-m«QPD > 120? y AD=6 cm. 


A) 4 cm B) 3cm C) 5cm 
D) 7cm E) 2cm 
Resolución 
B 
C 
a 
А 
AN 
A P D 
œ x —1— x 1 
E 6 


AAQB=AQPD > AB=QD=a 
gl 
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Del grafico 
mxAQP=mxAPQ ә AP=AQ=x 


Si AQ=x, uno de los lados del APQD debe tener 
longitud x, pero si PQ=x, entonces el AAQP 
sería equilátero, teniendo como resultado: 


6=120° 
pero, por dato: 
0 > 120° 


Entonces, el único lado que puede ser x sería 
PD. 


Luego, 2x=6 
. x=3 
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PROBLEMA N.? 3 


En un romboide ABCD, m«BAC=45°. Si luego 
se traza la mediatriz de CD que interseca 
a AC en P y contiene al vértice B, calcule la 
m«CAD. 


o 
A) 159 B) 379 C) > 
D) а Е) 53° 
2 
Resolución 


б 


a 


B pertenece a la mediatriz de DC 
> BD=BC=a 
Como la m«BAD- 45° 
> m«ADB-90? 
Trazamos CH L AD 
> DH=BC=a y CH=BD=a 
E. ACH: notable de 53°/2 


539 
х= 
2 
Clave | р 
PROBLEMA N.? 4 


En el rectángulo ABCD se ubican los puntos 
medios N y M de AD y DC, respectivamente. Si 
después se traza la altura AH en el triángulo 
BAN, cuya longitud es a, calcule la distancia 
de M a BN. 


2 
А) 2a B) 1,54 C) =: 
D) 2,5a E) 3a 
Resolucién 


ay 


A\AHN=\œ DSN ә DS=AH=a 


Tyazamos 

RP 1 BN 

EX BRP = ENDS 

> RP=a 
Luego, en el EsBCQ: (teorema de los puntos 
medios) 

CQ=2(RP)=2a 


En el trapecio QCDS 


а-2е+а SM мура 
2 2 
+. d=1,5a 
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PROBLEMA N.? 5 


En el gráfico, ABCD y EFGH son congruentes. 
Si EB=EC; HP=3 y EP toma su mínimo valor 
entero impar, calcule m«CGP. 


A) 18°30' 
D) 30° 


B) 26?30' 


C) 37? 
E) 16° 


Cuadriléteras 


Resolucion 


t (N.° ent. impar): 2a=(+3 => a 


| 
@>а > > 4 
2 


(»3 > (=4; 5; 6; ... 


Р 3 
0 (N.° ent‘impar)=5 => a- 33.4 


m«GEH-37? > CP=3 
mxPGH=mxPGC=x => 2x=53° 


ELET 
2 


Cleve | B 


PROBLEMA N.° 6 ^ 


Según el gráfico, ABCD es un cuadrado. Si 
BP=8 cm y QD=9 cm, calcule PQ. 

A) 8 cm B : С 
B) 9cm 
C) 10cm 
D) 485 cm 
E) 495 cm 
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Resolución 


Reemplazamos los datos, en el gráfico tenemos: 


B 8 P 1-8 C 


Trazamos PP' 1 AQ 

> AP=AP'=l+u y QP=QP=x 
Aplicando el teorema de Pitágoras 
tenemos: 

x*=81+u7 

?=(0-8)?+ (0-9)? 

((-+u)?=87 +0? 


A { Du 


Resolviendo las 3 ecuaciones obtenemos: (=15; u=2 


. х= 85 
Clave |D 


PROBLEMA N.? 7 


En un rombo ABCD, AB=20, se ubica el punto N en BC, de modo que DN interseca a la diagonal 
AC en M. Si 5(MN) =3(DM) y m«NDA —90?, calcule la distancia del punto medio de AC a DN. 


A)3 B) 5 C) 4 D) 2,5 E) ! 
Resolución р 
В 
| Del dato: 
| DM _5 
Н MN 3 


A Por lo tanto, si DM=5a 
З М Ў а С > MN=3a 
pm d * Pero MP=MN=3a 
Д 4ҳ E j — en el œ DMP 


m«MDP=37° 


Ы 7 y БИ 
DX Luego (i "m 


Eu 


Cuadrilátera: 


Piden OH=x => SD-x 
Pero en el A SOD, notable de 53°/2, 05=2х 
También en el ix AOS, notable de 53°/2, AS=4x —D AD=AB=20=5x 


~ x=4 
Clave | с 


PROBLEMA N.? 8 


En un rombo ABCD se traza exteriormente el cuadrado CDEF, de modo que BD=EF y BE=18. 
Calcule la distancia del centro del cuadrado al punto medio de BD. 


A) 7 B) 8 C) 9 D) 10 E) 12 


К 
Resolución 


Si 
BD=EF э BD=DC=BC 

Por lo tanto, el ABDC es equilátero 
=> mxBDC=mxBCD=60% 


Luego, el ABCF = ABDE 
> BF=BE=18 


Nos piden OO,;=x 
Por lo tanto, en el ADBF (del teorema de los puntos medios) 


-18_ 
2, 


9 


х 


Clave | с 
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PROBLEMA N.? 9 Luego, graficando correctamente, tenemos 
En el siguiente gráfico, AB=BM=MC. Calcule x. 
B a M а С 
C 
M 
B w, 
A D 
=> HD=MC=a 
A) 15° B) 30° С) 22° 30' © x=45° 
D) 45° E) 36° 
Clave | р 
Resolución 


PROBLEMA N.? 10 


En un cuadrilátero ABCD, AB=BC=CD. Si en 
BD se ubica el punto medio M, tal que AM=5, 
BM=4 y m«ABC-9097, calcule AD. 


A) 459 В) J61 С) v65 


| е р) 456 E) 473 
Sea AB=BM=MC=a 
En ls DCM Resolución 


m«CMD-909?- x 


Si M es punto medio 
> en M: mxBMA=x 


> MD=BM=4 


Pero en el AABM Pero, en el ABCD (isósceles) 
m<BAM=m<BMA=x m<xCMB=90° 
m«MAD-90?-x 


> mxADM=x 

Como DM es bisectriz, trazamos MH 1 AD 
— MH=MC=a 

Si 


MH=BA=a y MH 1 AD; BAL AD 


— BCes paralelo a AD 


192 


¿Buedriláteros 


Luego 
АВН =A ВСМ (A.L.A.) 
э AH=BM=4 
Por Іо tanto, el SAHM es notable de 37? y 53° 
=> HM=3 
Finalmente tenemos 
HD=HM+MD=7 


Prolongamos HL hasta J 


Como APHL = ACL 


daa el A de Pitágoras c3 ES 
=4%4+7%=65 
» En el E HD) 
. х=\/65 
DL-HL-1]-u 
Clave € m«LHD-m«LDH-a 
También 
PROBLEMA N.? 11 m«OAD-m«xODA =a 
En un rectángulo ABCD se ubica el punto L en => m«xCOD-2a 


BD y se prolonga CL hasta P, tal que CL=LP. En el AACP 
Si luego se trazan las perpendiculares PH 


y PT a los lados AD y BA, respectivamente, BRA CR 
(Н en AD y T en AB), calcule m&CLH 4- m«PLT. > mxCAP-2a 
Por lo tanto 2 
А) 90° 
В) 150° m«HAP-a 
C) 1809 Luego, en DATPH 
D) 160° m<O,HA=m«0,AH=a. 
E) 135° 


— TH y Н] son colineales 


Resolución ^ MXICLH+mxPLT= 1809 


Piden calcular m«CLH--m«PLT; además, T 
debe estar en la prolongación de BA. Clave | с 
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PROBLEMA N.? 12 


Según el gráfico, ABCD es un cuadrado. Si AED y CDF son triángulos equiláteros, calcule LD. 
Considere PQ=a. 
Q 
A) 2a43 Р А Е 
В) av3 
C) 3a 
D) 3a/2 


E) 4a43 


Resolución 


Sea 
LD=x, DE-DC y m«EDC-30? => mxDEC=m«DCE=75 


Del gráfico Pero ED=DF y m«EDF=90" 

Como m«DEF-45? => m«xLEC=300 
m«BCQ-30? y т«ОРС=60° Luego m«ELC=75% — ЕІ = ЕС = 44/6 
— m«PQC-909 Trazamos LH LED — LH -a43 
QC =ay3 En el B LHD: notable de 30? y 60° 

En E: m«QEC-459 2. х=2(а\/3) 


— EC z(aJ3)J2 = aJ6 


Duadriláterns 


PROBLEMA N.? 13 Si prolongamos NP hasta Q 
En el gráfico, ABCD es un cuadrado. Si BN=NC; > PQ-AB-CD-2a 
m«BNC = 53° y AM+4(MD) =a, calcule NL. Luego 
N Ex ОР) = Ex РМК = EX DCH (A.L.A.) 
Е — PJ=NK=CH=n=MD 
Ademas 
AM=DH=m 
m 
Qm 
A =® x 
Luego 
M D L Медин 5 9 o4 
2 2 2 
A)a B) a/3 C) a/2 
D) a/5 E) 2a/5 Clave | с 
Resolución 
— P PROBLEMA N.? 14 
Trazamos NP 1 BC 
кок AE=3EQ=12 умв=мс, сйсшем o 
— т«ВМР=53°/2 =OS MEETME Calta мА, 
NP=2a L 
AM+4(MD)=a B З С 
m+4n=a 


N 
а) | 
п 
А D 
К 
A) 2 B) 3 C) 6 
D) 5 E) 7 
n 
A Resolución 
| Tenemos: 
m 
m АЕ=12 
| dd 2 EC=4 
M S D HL 
| п 1 m | m<«xAED=90° 
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Trazamos BF L AC 
> АВЕ = КСРЕ (А.1.А.) 
Además AF=4 
donde FE=8 
Trazamos 
BH LDL — BH=FE=8 
Luego, en el trapecio BHCE x = кз =2 


2 


Clave | А 


PROBLEMA N.? 15 
En un romboide ABCD se ubica el punto medio M en CD, luego se trazan AH 1 BM (H € BM) y 
HF L AD, (F € AD) tal que BC = 2(HF). Calcule el menor valor entero de la m«BCD. 


A) 75° B) 76° C) 77° D) 78° E) 79° 


Resolucion 


Tenemos 
BC=2(HF) 
Si 
НЕ=а — BC=2a=AD 


Prolongamos BM hasta N (N en la prolongación de AD) 


FEAS 20: ———— T —À 


B 


ADMN = ACMB (A.L.A.) 
— DN=BC=2a 


En el E. AHN: HD: mediana 


> HD = 2% = 24 


Donde 
Ex FHD: notable de 30° y 60° 
> m«FDH - 309 
Luego, en el AADH 
mxHAD=75%=mxAHD 
Como 
mxBAD=mxBCD=0 
— 6>75° 


`. Omin. entero — 16? 


Clave l B 


PROBLEMA N.° 16 


En un trapecio rectángulo ABCD, donde AB 
es la altura, se ubica el punto medio M de 
CD. Si posteriormente se prolonga BA hasta 
el punto P, tal que las distancias de P y Ba 
MA suman 24 cm, calcule MP. Considere que 
m«BPM-m«MAD. 


A) 24cm 
B) 12cm 
C) 18cm 
D) 20cm 
E) 26cm 


‚ * Guadritateros 


Resolucién 
Sea m<xBPM=m<xMAD=a 


Tenemos 
a+b=24 

Prolongamos PH у trazamos BS L PH 

En el CAADCB 
mxMBC=m<xMAD=a 
> m<xABM=90-a 

Luego, en APMB 
m<xPMB=90° 

Como 
m«xPAH=m<«xMAB=90°-a 
э mxHPA=a 

Luego 
PM=PS=a+b 

. x=24 


Clave | А 
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PROBLEMA N.? 17 Luego 
En la región exterior, y relativo a BC de un mxEAD=m<AED=20 
paralelogramo ABCD, se ubica el punto E, de También 
modo que т«АЕС =90°; m<xEAD=2(m<BAE); m«EPC-2a. 
BC ^ AE- (P), BC ^ ED- (M); BP=PM=MC у : 
MD- 2 (EM). Calcule la m«BAE. Ademas 
m«MEC-m«MCE-m«MBD-m«MDB-p 
A) 809 BD//EC 
B) 50° ==  — 
C) 40° oie 
D) 30° > EQ=QA 
E) 28° BE=BA 
m«BEA-m«BAE- a 
Resolución En el A BEP 
Tenemos mxPBE=0 
MD=2(EM) э РЕ=ВР=( 
Luego, en el APEM (equilátero) 
2a=60° 
m= 30° 


Clave | р 


PROBLEMA N.? 18 

En el cuadrado ABCD se ubican los puntos 

M, N y P en AB, AD y en la región interior, 

respectivamente. Si MNDP es un rombo, 
— — MB 

BL=3(LC) y NP ^ BC- (L), calcule gs 


En el BPEC A) 243 
B) 242, 
ЕМ = E E ) 3 
C) 5 
=> MD=2(EM)=20 
D) 7 
Como AD-BC-3(-ED 4 
— el ЛАРЕ es isósceles E) 3 


Resolución 


Tenemos 
BL=3(LC) 


Pero en el rombo MNDP 
NP es mediatriz de MD 
+ LM=LD=av17 
Luego, en el ls MBL 
(MBY = (у) - (3a? = ga? 


Donde 
MB = 2aV2 
_, MB_2ay2 
LC a 


MB 
 ——=2\/2 
LC 


Clave l B 


«Cuadriláteros 


PROBLEMA N.? 19 


En el cuadrilátero ABCD,  m«ADC-90*, 
m«BAC-30?, BC=CD y mxACD=3(m<BCA). 
Calcule m«BCA. 


A) 129 
B) 14° 
C) 15° 
D) 16° 
E) 18° 


Resolución 


Trazamos 
ВРІ АС 

Tal que ВМ= МР=т 
э CP=CB=a 
mxPCA=mxBCA=0 
mxPCD=20.=mxPCB 


También 


AB=AP=2m 
(AABP: equilátero) 
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Como CD=BC=a 
> PD=PB=2m 
CP 1 BD 
En APCD y APCB: mxPDB=m<PBD=a 
También 
m«PDC--90?- o 
— m<«xPDA=a 
Luego en ABDAP: 40=60° 
> @=]5° 


m<xBCA=a= 15° 


Clave | с 


PROBLEMA N.° 20 


En un cuadrilátero ABCD, AC— BD; mxCBD=38°, 
mxBCA=22" y mxBDC=30°. Calcule m«BAC. 


A) 20° 
B) 22° 
C) 26° 
D) 28° 
E) 30° 


Resolucién 
En el ABCD: m«xBCD=] 12° 
— mxACD=90° 
Trazamos BH 1 DC 
En el Б BHD: notable de 30? y 60° 
ВН = BD =a 
2 
> BD=2a=AC 


Como AC//BH y BH = = 


1100 


А 


Entonces al prolongar АВ у CH hasta Е, В es 
punto medio de AE y H es punto medio de 
ЕС. 
Luego, en el E. ACE 

BC: mediana 

=> BC=AB=BE=m 


Por lo tanto, la mxBAC es 22°. 


Clave | B 


PROBLEMA N.? 21 


En un triángulo ABC se traza BH, que es altu- 
ra (H en AC), donde su longitud es 8 cm, tal 
que 3(AH)=HC=9 cm. Calcule la longitud del 
lugar geométrico de los centros de los rectán- 
gulos inscritos en el triángulo ABC, tal que un 
lado se encuentra contenido en AC. 


A) 3 B) 4 
С) 5 
D 6 E) 7 


Resolucion 


En el grafico 


Consideremos los casos extremos, de los rec- 
tangulos RSTU inscritos en ABC. 


* Enel supuesto que RS sea mínimo (RS=0), 
entonces S y R coinciden con A; T y U coin- 
ciden con C. El centro del rectángulo sería 
O, el punto medio de AC. 


* En el supuesto caso que RS sea máximo 
(RS=BH), entonces S y T coinciden con B; 
К y О coinciden con H. Luego, el centro del 
rectángulo sería Q, el punto medio de BH. 
Si se demuestra que cualquier otro centro de 
RSTU está contenido en QO, el lugar geomé- 
trico de todos los centros de RSTU sería QO. 


Lusdrilátero: 


En el AABH 
SR//BH > si AQ es mediana 
En el AASR 
AM será mediana si AQ ^ SR2M 
. M es punto medio de SR 
Análogamente, 
en el ACBH: CQ TUN 
N es punto medio de TU 
Como 
MN//RU > MN//AC 
Si 
ОО es mediana en el AAQC 
> QO' será mediana en el А МОМ 
. MO'=ON 


Eso quiere decir que O' es centro del rectán- 
gulo RSTU. 


Entonces QO es el lugar geométrico de todos 
los centros, de los rectángulos inscritos en 
ABC con un lado contenido en AC. 


Ahora, la longitud de QO la calculamos en el 
Боно 

(Q0)? =47+37=25 
- QO=5 А 


Clave | с 
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Capitulo 


eee 7 


Polígonos 


СЕЕ, 


Las antiguas culturas peruanas ya manejaban las propieda- 
des de los poligonos, pues antes de ensamblar perfecta- 
mente sus muros con inmensas piezas rocosas, tenían que 
graficar las características angulares de la piedra para que 
encajara una después de otra y construir inmensas fortale- 
zas; un ejemplo de ello es la piedra de los doce ángulos. 


El estudio del polígono permite analizar v relacionar los 
diversos elementos que presenta, como el número de dia- 
gonales, la medida de sus ángulos o calcular el número de 
diagonales medias. Además, podemos demostrar algunos 
de sus teoremas mediante el uso de combinatorias. 


En este capítulo encontramos problemas de la clasifica- 
ción de los polígonos y sus propiedades, asi como lam- 
bién del cálculo de diagonales que se pueden trazar o de 
las medidas angulares que forman sus lados o algunos de 
sus elementos. 


PROBLEMA N.? 1 


Dado un polígono convexo de n lados, donde n 
es par, calcule el número de diagonales traza- 
das desde los vértices impares. 


A) n?-2n-2 
B) n?-3n-3 


С) 2631-11) 
D) ¿n-10) 
E) л Qn-7) 


Resolución 


Sabemos que n es par. 


Capítulo У 


Polígonos. 


V,:n-3 
V:n-4 
n 
т veces |V; : n-5 
2 . 


n 
V :п-|—+2 
(n-1) E ) 


Xon (221 


. У#р= HE -10) 


Clave | D 
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PROBLEMA N.? 2 


Los ángulos interior y exterior de un polígono 
regular miden 0 y КӨ, respectivamente. Si К 
toma su menor valor entero, calcule el nümero 
de diagonales medias del polígono. 


A) 4 
B) 5 
C) 6 
р) 7 
Е) 8 


Resolucion 

En un polígono regular, la medida de un án- 
gulo interior y exterior se calcula mediante las 
fórmulas siguientes. 


oh 
; 180 (л 2) _ 6 


n n 


360° evan 
рман, Кыша 


Entonces 
2=K(n-2) 
: 2 
-2)2— 
(n Т 
Рего 


n > 2 y además es entero 


n-2>0 
> 236 
K 


1106 


Si 
n=3 > K=2 


n=4 => К=] 


n=5 > K= 


Ni win 


n=6 > K= 


A mayor n, entonces K disminuye y se hace 
fracción 

Entonces el K màx y entero es 2. 

Siendo el polígono un triángulo, entonces el 
nümero de diagonales medias que se pueden 
trazar es 


 n(n-1 3(-D _ 
2 2 


3 


N.? D, 


Pero el K min y entero sería 1 


> n=4 
4(4-1) 
N.° D,, = =6 
А 2 
Clave | с 
PROBLEMA N.? 3 


Los puntos A, B, C, D, E, son los vértices de un 
polígono equiángulo. Si se ubica el punto P 
en la región exterior, tal que PD interseca a 
BC, m«PAB-m«PDC y m«ABC-2(m«APD), 
calcule la suma de las medidas de los ángulos 
interiores de dicho polígono. 


A) 720° 
B) 180° 
C) 540° 
D) 360° 
E) 10809 


АША 


Resolución PROBLEMA N.? 4 


En el gráfico En un polígono equiángulo ABCDEF, se cum- 
ple que AB=8, BC=4 y CD=6. Si por Р se tra- 
za la 7^ perpendicular a la prolongación de FE, 
calcule la distancia A a 71. 


A) 10 
B) 11 
С) 12 
D) 13 
E) 14 


Resolución 
En el gráfico 


Sea 
mxPAB=mxPDC=0. y 
mxABC=2 (mxAPD) =20 


Sea M la intersección de BC con PD 


Luego 
Q+204+0.= 180° (1) 

Enel AAPMB 
0+0+0=20 
> a+Q2=6 (II) 

Reemplazando (II) en (1) М” А 
са Como el polígono es equiángulo y tiene 6 
6=60° lados 

Luego > n=6 
20 = 1200 180 -2) Además 

n Р 
das 1809(n -2) -120° 
> n=6 n 
2 Улт ¡y = 180°(n-2)=720° e 360 _ 60° 
n 


Clave | A > EF//BC 
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Si 
Т1 EF 
> GL BC 
Trazamos 
AM 1 BC 
Entonces los triángulos ABM y DCN son nota- 
bles de 30? y 60°. 
BM-4 y СМ=З 
Como 
AM// DN 
la distancia de A a 7 es igual a MN. 


< x=4+4+3=11 
Clave | B 


PROBLEMA N.° 5 


En un hexágono convexo se trazan dos dia- 
gonales y una diagonal media, tal que no se 
intersequen (considere que los polígonos no 
tienen regiones interiores comunes). Calcule 
la suma del número de diagonales de dichos 


polígonos. 
A) 0 B) 1 
C) 2 
D) 3 E) 4 
Resolucion 


Si dos diagonales de un poligono convexo de 
seis lados no se intersecan, es decir, no tienen 
ningún punto en común, ni siquiera en sus ex- 
tremos, entonces la única posibilidad sería la 
siguiente. 


ling 


Al trazar la diagonal media, en cualquiera de 
las tres posibilidades, se determinan 2 cuadri- 
láteros y 2 triángulos. 


B C 
N 
A 
D 
M 
F E 
B C 
A 
D 
M 
F N E 


En los cuadriláteros se pueden trazar dos dia- 
gonales. Por lo tanto, la suma del número de 
diagonales de los polígonos que determinan 
estas diagonales son 2x2=4. 


Clave l E 


PROBLEMA N.? 6 


Se tiene un pentágono ABCDE, tal que 
AB//CD, BC//ED, AE=2, CD=5 y 
m<«xBCD+m«AED= 180°. 


Calcule AB. 
А) 5 B) 4 C) 3 
D) 2 E) 1,5 
Resolucion 


Tenemos a+6=180° 


Prolongamos BA y DE que se intersecan en E 
Como 


BAF //CD 
entonces 
m«xBFM+m=xBCD= 180° 
~ MXBFM=0 
En el AFAE 
AF=AE=2 
En el paralelogramo FBCD 
BE -CD 
24x 5 
. x=3 


Clave] с 


Polígonos 


PROBLEMA N.? 7 


En un octógono equiángulo ABCDEFGH, 
242(AB) = 6(BC) = 3(FG) = N2(GH). 

Si en AB, CD, ЕЕ у GH se ubican los puntos Р, 
Q, RyS, tal que PR y QS se intersecan perpen- 
dicularmente en L, calcule QR. Considere que 
PL=6,LS=13 y LR=12. 


A) 13 
B) 14 
С) 15 
D) 16 
E) 17 


Resolución 


Por ser un octógono equiángulo, la medida de 
su ángulo externo es 
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Sea Resolución 
2/3 АВ = 6BC = ЗЕС = 3V2GH =6V2b ге 
:_180°(п-2) _, 
— AB=3b E " d 
BC = bV2 > mxBPE-180?-a 
FG = 2b42 
GH=2b 


Prolongamos HG, AB, CD y EF formándose el 


rectángulo LIJK, pero 
MI-IJ-4b*a 


Resultando ser MIJK un cuadrado 


Luego 

$О=РЕ 

13+у=6+12 Luego, еп el pentagono PBCDE 

эуе? 180°(3) =180+ 5a 
Finalmente, en el EXQLR > @=72° 

2.2, 192 

ЎА También 

LI 
і=20= 144 
| [А 
che ; _ 180°(n-2) 
n 

PROBLEMA N.° 8 MES 
Se tiene un polígono equiangulo ABCDEF; Nospiden 
en el cual se trazan las bisectrices interiores 
de los vértices B y E intersecándose en P. Si N° D= n(n-3) 
m<«BPE=1 goo PE, calcule el número de G 
diagonales del polígono. N° D= ee} 

A) 20 B) 27 s М°р=35 

C) 35 


D) 44 E) 54 Clave | € 


lun 


Patiganas 


PROBLEMA N.? 9 п-2=2(9+4) 
¿Cuántos lados tiene el polígono regular cuyo п=24+10=2(9+5) 
Angulo interno mide (9+4) veces la medida 
del ángulo exterior, y además se cumple que el Luego 
número de diagonales es 364? 
op n(n-3) 
N.2D= be 36q 
A) 22 
B) 46 
5)(24+7 
С) 47 мәр-=2(9+5)08+7) X Е ) 364 
D) 49 
E) 24 > 24 +174 +35=364 
Resolucion 242 - 194 + 35=0 
2q -5 
э q=7 ^ q=5/2 
Como п=24+ 10, el polígono tiene 24 lados o 
15 lados. 
Clave | E 
0 PROBLEMA N.? 10 
En un polígono equilátero se conoce que desde 
1809(n— 2) 4 vértices consecutivos se pueden trazar 29 
= á diagonales. Calcule el perímetro de la región 
poligonal equilátera, si uno de sus lados mide 
360° 6 cm. 
е= 
п 
A) 48cm 
Por dato: B) 54cm 
C) 60cm 
" jo 
180°(n -2) «олар e D) 66cm 
n n E) 72cm 
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Resolución 


Para conocer el número de diagonales que se 
pueden trazar desde K vértices consecutivos, 
en un polígono de n lados usamos la siguiente 
fórmula: 


N.° DR = Kn KADER?) ag 
donde K=4 
(5)(6) 


Acre ДА > 4n=44 
~ n=l] 


Por ser un poligono equilatero, su perimetro 
es nxt siendo t la longitud de un lado. 


Como 
(=6cm y n=11 
2p=11x6 

. 2p=66 cm 


Clave | D 


PROBLEMA N.? 11 


En un polígono regular, si se triplica el nú- 
mero de lados, la medida de cada ángulo in- 
terior aumenta en 24°. Calcule el numero de 
diagonales de dicho poligono. 


A) 20 B) 65 C) 44 
D) 27 E) 35 
Resolucién 
Tenemos 
Nos y ja 180(n-2) 
n 
. _ 180(3n-2) 


N.° (3=3n => h= zm 


inz 


Como cada ángulo interior aumenta en 24° 


180(n-2) | 74 _ 180%(3n-2) n=10 
n 3n 
SNEDE п(п- 3) а 10(7) -35 
2 2 


Clave | Е 


PROBLEMA N.° 12 


Quince veces la medida del ángulo interior de 
un polígono equiángulo es igual al cuadrado 
de la medida de su ángulo exterior. Calcule el 
número de diagonales que se pueden trazar 
de 4 vértices consecutivos. 


A) 14 B) 15 С) 17 
D) 18 E) 20 
Resolución 
¡-180%n-2) _ 360 
n n 
Del dato: 
o pF oy 
ТЕР АРИ 151890 (и 2 )- (280 | 
n n 


720° 


15(n-2)- —— ә n(n-2)-48 
n 


8(8-2)248-2n(n-2) э n=8 


Piden calcular el N.? de diagonales que se pue- 
den trazar desde 4 vértices consecutivos. 


(4+1)(4+2) 


N.° D8 =(8)(4)- =32-15=17 


. Di=17 
Clave | с 


PROBLEMA N.? 13 


En un polígono regular, sí se duplica el núme- 
ro de lados, la medida de cada ángulo interno 
aumenta en 15°. Calcule el número de diago- 
nales en el polígono. 


A) 72 B) 64 C) 54 
D) 48 E) 38 
Resolución 
V3 aoe” 
180°(n - 2) 
n 
V2/) 180°(n - 2) 
n 
VA 180°(n - 2) 
n 
180°(n - 2) 


1809(n —2) 


N9(,2n э = = 


М (,=2n > an = Im +15 


Pero 
TRE- 18070292 M LO +15 
EN п) -(-2)- 15e 
э n=12 

~ N2Dyy = n(n-3) _12(9) ,, 


2 2 
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PROBLEMA N.? 14 


Los ángulos de un hexágono convexo se en- 
cuentran en progresión aritmética. Calcule el 
mayor valor entero de la razón. 


A) 22° B) 24° C) 23° 
D) 25° E) 34° 
Resolucion 


113) 
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2m<,=180%(6-2) 
60 + 15r=720° 
20+ 5r=2400 (1) 
Como el poligono es convexo, cada medida 
angular debe ser menor de 180°. 
— at5r< 180° (II) 
Reemplazamos (I) en (II) 
240?-o < 180° 
a > 60° 
Pero 
240°--5r 
a= 
2 
240? —5r 
=> 
2 


* F (máx. entero) ^ 23° 


60° => r< 24° 
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PROBLEMA N.? 15 


En un polígono regular ABCDEFG..., 
maACE-1509. Calcule el número de dia- 
gonales. 


A) 247 B) 230 С) 209 
D) 252 E) 529 
Resolución 


Los triángulos ABC y CDE son congruentes e 
isósceles, entonces ma ABC-m«CDE- 180- 2o 


1809-20-20 4 150? 
40-2309 > 20=15° 
Luego 
¡oo res (022) 
> п=24 
Nos piden N.° de diagonales 


n(n—3) б 24024-3) 
2 2 


=252 


N.° D= 
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PROBLEMA N.° 16 


El ángulo interior y el ángulo exterior de un 
polígono regular miden Ө y (К-1)Ө, respecti- 
vamente. ¿Cuáles son los valores enteros que 
puede tener K para que el polígono exista? 


A) 2;3 В) 1; 2; 354 

С) 1; 2; 3; 4; 5 

D) 1; 2 Е) 1; 2; 3 
Resolucion 


En un polígono regular de n lados la medida de 
un ángulo interior y un exterior es 


o asd jo 
p . 180 (n-2) A (K-19 = 360 
n n 
jo ae, o 
T (x 189 (n 2) 360 
n n 
(K-1)(n-2)-2 
Luego, n= 


(K-D 


Сото п debe ser entero у mayor que 2. 
2K 


——»52 = 
(Ko) => 2K > 2K-2 


Es decir, K podria tomar cualquier valor cuando 
K=1 э n=0 
K=2 
K=3 
K=4 


n=4 

n=3 

n=8/3 

(no es entero) 
n=5/3 

(no es entero) 


Jp 


К=5 


y 


Como К y K-1 son números consecutivos 
para valores mayores que 3, nes fracción, en- 
tonces los únicos valores que puede tomar K 


serían: 1;2 y 3. 
Clave | E 


PROBLEMA N.° 17 


Se tiene un polígono convexo de п lados y М 
diagonales, tal que M > 2n. Calcule el menor 
valor entero de n. 


A) 5 B) 6 

C) 7 

D) 8 E) 9 
Resolucién 


n(n- 3) 


Si el N.° (=n у Мор = М = 
Luego, del dato М > 2n 


n(n-3) 


>2n > n-3>4 
2 


n>7 


Entonces, el menor valor entero de n es 8. 


Clave | р 
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PROBLEMA N.? 18 


¿Cuál es el polígono en el que se pueden trazar 
38 diagonales desde 6 vértices consecutivos? 
A) octágono B) undecágono 
С) nonágono 
D) decágono E) dodecágono 


Resolución 


Por fórmula sabemos que el número de dia- 
gonales que se pueden trazar desde K vértices 
consecutivos en un polígono de n lados es 


_(К+1(К+2) 


N.° DK =K-n > 


En nuestro caso 
K-6 y N.° DK =38 
Luego 


38=6xn 


_ (7X8) 
2 


> n=11 


Por lo tanto, el polígono resulta ser el undecá- 
gono. 
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PROBLEMA N.? 19 


Cuánto debe medir uno de los ángulos de un 
polígono, si tiene 27 diagonales y todos sus 
ángulos interiores se encuentran en progresión 
aritmética. 


A) 120° B) 130° 
C) 140° 
D) 150° E) 1609 
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Resolución 


Si el número de diagonales de un polígono de 
n lados es 27, entonces podemos conocer el 
valor de n. 


Asi 
n(n-3) 
2 


=2/ 


Luego 
n(n-3)=9(9-3)=54 => n=9 


23m«,4,71809(n-2) 21809 x7 


9o >т =180°х7 


9a+36r=9x 140° —› at4r=140° 


Pero en V;, su medida angular es a+ 4r. 


Por lo tanto, la medida de uno de sus ángulos 
es 140°. 
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PROBLEMA N.° 20 


En un poligono convexo, reducimos a la ter- 
cera parte el número de lados, y las diago- 
nales a 52. Calcule el número de diagonales 
trazadas desde 4 vértices consecutivos del 
polígono inicial. 


A) 21 B) 25 \ 

С) 29 

D) 33 E) 37 
Resolucion 


N° D,-N.° D,=52 


n(n-3) n(n-9) 
2 18 


> п=12 


=52 


Nos piden el número de diagonales trazadas 
desde 4 vértices consecutivos. 


(4+ D(4+2) _ 
2 


Por lo tanto, el número de diagonales trazadas 


N.° Dj) =4x12- 33 


desde 4 vértices consecutivos es 33. 
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Capitulo 


eee & 


et 
Ye = Los 

NE» 
En el antiguo Fgipto y en diversas culturas similares, el uso 
de la rueda era muy importante, pues facilitaba el transpor- 
te de materiales que se empleaban para las edificaciones 
y construcciones. 


Recordemos también que en la antigua Babilonia se con- 
sideraba que el Sol giraba alrededor de la Tierra (teoría 
geocéntrica) y que la trayectoria descrita por el Sol era 
circunierencial. 

En este capitulo se resolverán problemas relacionados con 
las propiedades fundamentales de las circunferencias, asi 
como de los ángulos que se pueden trazar en ellas, ade- 
más de las diversas posiciones relativas que pueden ocu- 
par dos o más circunferencias. 


г в 
Circunterencias 
PROBLEMA N.? 1 En €: Q= 204a (D 
En el gráfico, a+0=260. 2 
Determine mCD - mAB. En @:Q= = 20 (11) 


De (1) y (ID 
2a+a=b-20 
2 (a. +0) = b? -a? 
eal) 
26° 


э b°-@°=52° 
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А) 26° B) 32° C) 52° 
D) 46° E) 40° 
PROBLEMA N.? 2 
Resolucion Según el gráfico, mNT- 2(mMT). Si O es el 
Del dato: a+0=26° centro del rectángulo ABCD, calcule x. 
Piden b*-a?. 


D 
A) 119 B) 11°30' С) 15° 
D) 15°30' Е) 18° 30' 
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Resolución PROBLEMA N.? 3 


Se tiene una circunferencia en la cual se ubi- 
can los puntos A, Ву С, tal que Be AC y 
mAB=mbBC. Si en la prolongación de AC se 
ubica el punto М, por el cual se traza la tangen- 
te NM (Mes punto de tangencia), y la prolon- 
gación de BC es perpendicular a MN, calcule 


m«CNM | 
mCM 
Dato: A) 1/5 B) 1/4 C) 1/3 
mNT = 2mMT D) 1/2 E) 1 
We Resolució 
ра x solucion 
mMT=2a — mNT=4a 
NT-mMT Piden Ө 
Por « ext. mengr= NT mMT - mI i ф 


Сото = 
m«MTB = ШАП. =@ (< semiinscrito) 


MB=MT — BH-HT-a 
Prolongamos HM hasta K 
> AK=KO=a 
y OM=OA=2a 
Es ОМК: notable de 30° y 60° 
mxKOM=60% y m«xMOT=30° 


2a=30° 
— a=15° 
Pero Sila mMC = ф 
m«DBC-m«ADB-539/2 > m4CMN= © =т«СВМ 
э х+15°=26° 30' 
ево También la m«BMC-a. 


En el CHN 
Clave |B Ө@Ө=90-о 


[120 


En el МВН 


НЕЧ 3 nsn 


8 90-a_ 


- 1 
ф 90-а 


PROBLEMA М.° 4 


Clave | E 


Según el gráfico, О es punto de tangencia y 
mCL= mLO. Halle x. 


A) 50? 
D) 90? 


Resolución 


B) 60? 


C) 80? 
E) 100? 


i Airsunterencias 


Al unir O, О, y C mediante segmentos, estos 
resultan ser radios de igual longitud, siendo el 
AOCO, equilátero. 

— тОС=тСО = 60° 
Además 


mOL = mLC =30° — m«LDC=150 


Tenemos 


ru o 
m<xBOC= n mOLC= 60 
2. 2 


a 


m<xBOC=30° («x semiinscrito) 


Como 
OB=OC=r 
=> mxOBC=mxOCB=75° 


Luego, en el AEBD 
х=75°+15° 


"n х=90° 
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PROBLEMA М.° 5 


Desde un punto A exterior а una circunfe- 
rencia, se trazan una tangente AB (B es pun- 
to de tangencia) y una secante AEC, las cua- 
les forman un ángulo cuya medida es 6. Si 
m«BED=30 y D es punto medio del arco CE, 
indique el valor de 0. 


A) 30° 
B) 34° 
C) 36° 
D) 40° 
E) 42° 
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Resolución 


Tenemos mCD=mDE= 2a 


Sea = 

mBE = 2р 

m«xEBA=B 
En E: a+B+30=180° (D 
En el AABE 

04+f$=30-a  o-f-20 (Ш) 
De (ID en (I) 

204 30-180? 

0-36? 


_ Clave | с 


PROBLEMA М.° 6 


En un cuadrante AOB de centro O se inscribe 
una circunferencia de centro O, tangente a OA, 
OB y AB en los puntos М, N y P, respectiva- 
mente, tal que AN interseca a la circunferencia 
en el punto L. Si ON es cuatro veces la dis- 
tancia del punto medio de LE a LO, (Еє NP), 
calcule la mNE. 


A) 25? B) 68? C) 75? 
D) 76? E) 82? 


1122 


Resolución 


O 4d N 


SiQH=d > ON=4d=0M 


Sabemos que O, O, y P son colineales si 


trazamos 
ОО,Р > ОР = OO, + O,P = OA = OB 
——— mÁ 
4dJ2 4d 
Como ON=4d > MA=4dJ/2 = MN 


45° 
— т«МАМ = mxMNA = E 


También 
o 


Al prolongar LO, hasta U — LU=8d 
y m«xLEU=90° 


En el E. LEU: notable de 15? y 75°, ya que 


Ej coget 
4 


> mxULE=15% 
mEN = mEU + mUN = 309 4459 


~ mEN =75° 
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PROBLEMA N.? 7 


En el grafico, las circunferencias son inscrita у 
ex inscrita al triángulo ABC. Si AC=b y AB=c, 
calcule MN. 


B) 3c-2b 


E) c-b 


Resolución 


Sabemos que 
BM=NC=m 
> BP=BN=m+x 
Pero 
AQ=AP 


> b+m=c+mtx 
. x-b-c 


bircunjerencia 


PROBLEMA N.? 8 


En el gráfico, la circunferencia está inscrita al 
cuadrado ABCD. Calcule x. i 
C 
A) 18° 30' 
B) 18° 

С) 26° 30' 
D) 37° 

E) 30° 


Resolucién 


En el grafico: 


o 


53 
mxMAD= E 


mAT -539 => mBT-1279 


Cuando trazamos desde C la tangente a la se- 
micircunferencia, el arco que determina esta 
tangente y CB en la semicircunferencia mide 
127°; entonces, T es punto de tangencia. 


АТ О 
E 57 9 89: 
Ж a 
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PROBLEMA N.° 9 PROBLEMA N.° 10 
En el grafico, AB=BC. Calcule x. En el grafico, L, М, М у С son puntos de tan- 
gencia, dado que m«PBC=3x y MAL=4x, 
Calcule x. 
B 


A) 10° B) 142 С) 15° L С 
D) 18° E) 20° 
A) 16° B) 18? С) 18°30' 
D) 22° 30' E) 26° 30' 
Resolución 


Sea m«PBC =3x y mAL = 4x 


Como 
AB=BC= l y m«ABC-90? 
> mxBAC=mxBCA=45% 


También 

OA=OCER y mxAOC=90° Tenemos que m«ANL-2x 

э m«x«OAC-45? Como 

cin Ен m«ALN-909 > m«LAN-90?-2x 
Trazamos | 

OD-R -» AAOD: equilátero Teniendo como resultado 

m«xOAD=60° m«NQC-2(90?-2x) y mxNQC-180?-4x 
En el ABAD: 2x 1509-180? Como el ANDM es rectángulo, entonces 
n х=15° m«NMD —90?- 5x 


Clave | € — mMP=2(90%-5x)=180%-10x 
1174 


También 
mPC =2m<PBC=2(3x)=6x 
EnQ. 
180° 4x-- (1809 — 10x--6x) 21809 
1809-8x  ' 
« x=22° 30' 
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PROBLEMA N.? 11 


En el gráfico, la circunferencia està inscrita al 
cuadrado ABCD. 
Si mPE=mQF=mGL=mHS, calcule x. 


A) 55° B Q З : C 
B) 60? 2 Gi 
C) 65° 
D) 70° ч ^ 
E) 75° 
A S D 
Resolución 


Tirtunferencias 


Sea mPE = a = mQF > mEQ = 90°- a 
De donde 

mEQF = 90° y т«ЕОЕ=90° 
Trazamos О] LEF 
Como 

m«xOEF=m<xOFE=45° 


entonces sea 
EJ=JF=0]=a 


Luego 
OE-OF-OL- ay2 


También 
CL-LD-OL- a42 — OC=2a 


Luego, en el BOJC 
m« OC] —- 30? 


Análogamente 
m«OCH = mx OCE - 30? 
. x60? V 
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PROBLEMA М.° 12 


En el gráfico, mAEC – тАВ = 200°. Calcule la 
m«BDC. 


А Е 
С 
А) 100° В) 90° С) 80° 
D) 110° Е) 120° 
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Resolución 


Del dato: mAEC - mAB = 200° y m«BDC-x 


Sea mAB=4 y mxACD=0. 
En el AAOB: т«АОВ=ф y m«OBA -909-0/2 
Luego, la m«DBC-90?- 4/2 
En el ABDC 
x+0+90-2=1800 @ 


Рего 
6+180-20=360 
0-2a=180% — 0=180+2a 
Luego 
(1804-20) - $2200? 
Al dividirlo entre 2 obtenemos 
0490-5 - 1000 (Il) 
Reemplazamos (II) en (1) 
x+100°=180° 
"n x=80° 
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PROBLEMA N.° 13 


Enel gráfico, A, B y C son puntos de tangencia. 
Si mAB » 216^, calcule el mayor entero de x. 


1126 


A) 33° В) 34° С) 35° 
D) 36° Е) 37° 
Resolución 


Tenemos 0 > 216° 


En el ЛАВЕ: Зо-х=180° 


Además, en B 
а+5 =180° > 6=2(180°-«a) > 216° 
360-2a > 216° => а < 72° 
Pero 3a=180°+x > a= 6072 
Además 
60°+Х < 72° 
3 
x < 12° 
3 
х5<:36° 


2350 
X max. entero=39 
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Dircunferencias 


PROBLEMA N.? 14 


En el gráfico, M, N y T son puntos de tangencia. Si т = TO, = МІ = =, calcule x. 
A) 30° 
B) 39° 
C) 53° 
[)93729 
E) 459 


Resolución 


Tenemos = =TO, =а = ML x 


Como ОМ=4а э ҺОМ: m«LOM —14? 
También O,N=MH =a 
Luego 
OH=3a y O,H=4a 
> т«О,ОН=53° 
14+х=53° 
"^ x-2399 
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PROBLEMA N.? 15 


En el gráfico, T y L son puntos de tangencia. Si LO=3(AL), calcule x. 


A) 6° 
B) 7° 
C) 8° 
D) 16° 
E) 14° 
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Resolución 


Trazamos AT y TC, siendo OC=OA=OB 
Como TL es bisectriz de ATC, del teorema de 


la bisectriz 
AD AL 
1G. LG 7 


SiAT=a > TC=7a 
Como mxATC=90° y TC=7(AT) 
En ell. ATC: mxACT=82 => mAT=160 


^" MXABT=x=80 
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PROBLEMA N.? 16 


En el gráfico, €, y €, están inscritas en los triángulos ABC у ABH. Calcule x. 


А) 15? 
B) 30? 
C) 37? 
D) 22° 30' 
E) 32° 


Resolución 
En el E. ABH: 20+2B=90° 


> atp=45° 
Como mxB0O,0,=45% 
trazamos ОН L BO, 
Si O,M=a 

> 0,0,=aJ2 = ң 
Como BO), es bisectriz 

> mxO¡BT=45% 

ES OiT-aJ2 ә BO,-2a 


Luego, en elà OBM: m«O,BM-30? > a-30?-45? + a=15°. Como x2m«ABH -2a 


 х=30° 
Clave | B 
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PROBLEMA N.° 17 
Según el gráfico, B, D, L, E y F son puntos de tangencia; además, CD//AB. Calcule mFC . 


A) 120° 
B) 140° 
C) 180° 
D) 409 
E) 1009 


Resolución 


Al ser D punto de tangencia, entonces, A, О, D y O, son colineales como ED// AL 
> mxBAD=mxADE=0 
OE=0D=r ә m«OED-a 
mxEOA=2a 
Pero, ma AEO=90° — АЕО: а=30° 
Luego, mxAO,F=2a=60° 
Además, en el ADO,C: mxDO¡C=120". Entonces, F, O, y C son colineales. 
mFC = 180° 


Clave | с 
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PROBLEMA N.° 18 PROBLEMA N.° 19 


En el grafico, los puntos A, B, C, D, Ny L son En el gráfico, r=16 cm. Si el triángulo ABC es 
puntos de tangencia. Si mAB = 108°, halle x. equilatero y ELTC un cuadrado, determine la 
distancia de T a LA. 


B 


Resolución 


A) 10 cm В) 8 cm С) бст 
р) 4 cm E) 2 cm 


Resolución 


Tenemos 
EC=EL —  mxECL=mxELC=a 
Además mxDEN=2a 
ED=EN — m<«NDE=m«xDNE=90-a 
m«DAF=m<xADC=90-at+x 
También mxCBF=mxBCD=2x+a 
Si mAB=108° — m«AFB-72? 
Luego, en el pentágono AFBCD: 2m«int- 540° 
72942(2x +0) +2(90-a+x)=5400 
- x=48° Como m<xATL=90° 
~ Cleve |B Tenemos, AL es diámetro > m<«ABL=90° 


[180 


ЫшЇрГ cis 


Сото Resolución 
m«LCT=45" y BA=BC=a Del dato: 
mBL =mLC y mAB=176° 
‚ entonces 
BL=a 


ABCE = ABLE (L.A.L.) 


> Ee ВТ 
m«CBT-m«LBT-159 ] 
=> m«TAL=15° 


En E.ATL (notable de 15? y 75°) 


Sea 
Clave la mBL=20=miC + maBNL=m«CNL=a 


Además 


o аиы, —-—— 
PROBLEMA M20 mLM = 2a y mLQ=2a 


En el gráfico, mBL=mLC y mAB=176°. 


pa Si m&MLN=ß 
Calcule la mCD. 


> mMN = 20 = mAN 
Si m«xNLQ-0 

ES mNQ =20 = mND 
Luego en €^: 

4o. 20-- 20--176— 3609 

> 40a+20+2f$=1840 


En € 
A) 1679 4a+ 2D + 204 x = 3609 
o 1849 
B) 140 
C) 176? ^ х=176° 


D) 188° 


E) 180° Clave | € 
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Figuras inscritas y 
circunscritas 


En diversas situaciones geométricas entre dos figuras, 
una de ellas puede ubicarse en el interior o exterior de 
la otra; de ese modo, podremos relacionar sus elementos 
bajo ciertas condiciones. Otra posición relativa importante 
entre dos figuras será cuando una de ellas está inscrita O 
circunscrita en la otra. 


Por ejemplo, diremos que un polígono está inscrito en otro 
cuando todos los vértices de uno de ellos pertenecen a los 
lados del otro; al mismo tiempo, este segundo polígono 
se dice que está circunscrito al primero. En el caso de las 
circunferencias, si están inscritas deben ser tangentes a 
todos los lados del polígono, y si están circunscritas, los 
vértices del polígono le deben pertenecer a ella. 


En este capítulo presentamos soluciones a problemas de 
cuadriláteros inscritos e inscriptibles, así como de cuadri- 
láteros ex inscritos, circunscritos y bicéntricos; además, en 
otros problemas emplearemos los teoremas de Poncelet, 
Pitot y Steiner. 


tot 


Capitulo t 


Figuras inscritas y 
circunscritas : 


PROBLEMA N.? 1 


En el gráfico, P, Q y T son puntos de tangencia. Si mPT = 140°, calcule x. 


A) 45° 
B) 70° 
C) 40° 
D) 80° 
E) 50° 


Resolución 
Del dato: 


m PT = 140° 


m PT + m «PAT = 180° 
140° 


m<PAT=40° 

=> т«РАО=т«ТАО=20° 
m<xBQP=m<BPQ=a 

=> m«QBA-2a 


En el AABC: т<АОС= jm «ABC - 2020) =a > m«MQC=m<«xMOC=a 
El cuadrilátero CMQO es inscriptible —^ m«CMO=m«CQO=90° 
Luego, en el E: AMC: x+20°=90° 

. x-70? 


Clave | B 
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PROBLEMA N.? 2 


Dado un cuadrado ABCD, en BC y CD se 
ubican los puntos P y M, tal que AM y DP 
se intersecan perpendicularmente en Q. Si 
PC=CQ, halle m«MCQ. 


A) 18° В) 22930 С) 182 30' 
D) 30° E) 26° 30' 
Resolución 


En el gráfico 


Sea 
PC=a => CQ=a 

Si AM 1 PD 
En EX PCD z E. MDA (A.L.A.) 
— MD=PC=a 

Trazamos CN L PD 
En E: NBC = РСР (A.L. A.) 
— NB=PC=a 

Luego, en el АРСО: isósceles 
PH=HQ=m 

En bs PHC = EXMQD (A.L.A.) 


Como el cuadrilátero PQMC es inscriptible, la 


m«MPQ-m«MCQ 


o 
x= 22 =26°30' 
2. 
Clave | E 
PROBLEMA N.° 3 


En el gráfico, T es punto de tangencia. 
Si ma LQT -4(m«KMS) y m4MTS=40°, 


señale x. 


A) 40° B) 80° €) 70* 
D) 35? E) 20? 
Resolución 


Sea mxKMS=a > mLQT = 40 


Cuadrilatero TMQP es idscriprble 
(mxTMN=m<TPQ=6) 
> mxTMP=mxTQP=20 

МОТ es cuadrilátero inscrito 
> mxLNT=m<TQP=20 

es, el cuadrilátero NSMT es inscriptible 
> mxSNM=m«STM=409 

En el ANSM 
0+ (0+20)=180%4400 
6+a=110° 


Luego, en el ASMK 


a+ 0+x=1800 
—— 


1109 
. 3-709 
Clave | с 
PROBLEMA М.° 4 


Desde un punto P exterior a una circunferen- 
cia €, se trazan las tangentes PD y PC (D y C, 
puntos de tangencia). 

Si en € se ubica el punto A y en AD se ubica 
el punto B, tal que АВ=ВС y la maDAC=50", 
determine m«PBC (А є al mayor arco CD) 


A) 50? B) 40? 
C) 80° 
D) 60? E) 65? 


Figuras ingcfitas y circunseritas 


Resolución 


En el gráfico 


Si AB=BC 
maACB=m«CAB=500 
=> mxABC=80" 

Si т«РАС= 50° 
mCD =100° 
=> m«xDPC-809 

Luego, el cuadrilátero PDBC es inscriptible 
— maCDP=mxCBP=x 

En el ADPC 
mabDCP=m«xCDP=x 
2x + 80°=180° 
x=50° 
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PROBLEMA N.? 5 


En un cuadrado ABCD, M es punto medio 
de BC y en AD se ubica el punto N, tal que 
DN = 3(AN). Si DM y CN se intersecan en Q, 
calcule m<AQN. 


A) 18° 30' 
D) 12° 30' 


B) 26°30' C) 15° 


E) 14? 


i 
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lució: 
RexoNeen Además, PT = Ha 
En el gráfico 
Como AT=HD=12a 


PA= zr t 12a 
SS pa=Ba 
8а i 


Si 5a=2(, entonces tenemos: 


N 
а 
"E: 9 А 


Si ВМ= МС ^ х=12930' 
> mxMDC=53°/2 2" Clave | D 
Y cuando ND=3(AN) ' | 2 


э m«CND-53? 
PI PROBLEMA N.? 6 
Trazamos por Q la recta perpendicular a NC, - 
Calcule х, si AM = МВ. Considere que А, В, С 


formando el cuadrilatero іпѕсгіріЫе АМОР y T son puntos de tangencia. 


> mxAPN=mxAQN=x 
Ahora trataremos de encontrar la relación 
entre AN y AP (P en la prolongación de AB). 
Si QH=6a => CH=8a 
y HD=12a 
=> АВ=ВС=20а 
Del gráfico: 
ND=15a 
AN=5a 
TH=20a A) 37° B) 53° C) 18° 
> TQ=14a y maTQP=37° D) 23° E) 14° 


{138 


¿Figuras jnseritas y circunserites 


Resolución Resolución 


En el gráfico En el gráfico 


8 

Si AM=MB 

> mx0,MO, =90° 
Del dato, el cuadrilátero O,TO,M es inscrip- 
tible, pero 

O,T=0,C=3 y O,C-2 
Además, b.O;TO;: notable de 37° y 53° с+а=8 

> m«0,0,T=37° Prolongamos AB hasta Р, de modo que 

‘ BP=BC=a 


Luego 
m«OMT-mxO,0,T-37 > AP-cta-8 


o x237? Como 


m«BPC=53°/2 y 


Clave | A PA-2(AC) 
> 0-90? 


d ~ c=3 y a=5 
PROBLEMA N.? 7 
Luego, aplicando el teorema de V. Poncelet en 


En un triángulo ABC, АС = 4 y AB + BC = 8. 


1b. BAC 
Si m«ABC = 53°, halleelinradiodeltriángulo — ^ 
ABC. c+4=a+2r 
3+4=5 +27 
мА) 1 В) 1,2 У | 
С) 1,5 


D) 1,6 E) 1,8 Clave | А 
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PROBLEMA N.? 8 


En un cuadrilátero ABCD circunscrito a una circunferencia, AB=9; BC = 4, m«BAD = 53° y 
m-<ABC = 90°. Indique CD. 


A) 4 B) 6 С) 5 р) 8 Е) 4/2 


5 
Resolución 


Sea CD=x 


Al trazar AO => m«xOAB=m<AOD=53°/2 

Si OM=r => AM=2r y MB=BN=r 

Luego, AB=3r=9 > r=3 

Al prolongar BC y AD hasta que se intersequen en E, la т«АЕВ=37°, BE=12 y AE=15 
> CE=8 

También NC=1=CS y r=3 
m«CON-m«COS-379/2 — m«SCE-m«SON- 379 

Luego, CD=DE=x > al trazar ОН 1 СЕ 


Clave | € 


PROBLEMA N.° 9 


En el grafico, calcule о. 


A) 90° 


B) 100° 
D) 120° 


figuras inscritas y cireunscritas 


En el gráfico 


Este problema puede resolverse generalizando casos particulares de estrellas equiángulas inscritas 


en circunferencias de 5; 7; ...; (2n+1) vértices. (Vn e Z* y n2 2) 


180°(n - 4) 
0 2 —————— 


n 


Clave | В 
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PROBLEMA N.° 10 


En un triangulo ABC se traza la altura BH. 
Dado que M y N son las proyecciones de Н 
sobre BC y AB respectivamente, además Р yQ 
son las proyecciones de N y M sobre BC y AB 
respectivamente, calcule la medida del ángulo 
determinado por PQ y BH. 


A) 45° B) 722 С) 90° 
D) 120° E) 60° 
Resolucion 
En el grafico 


Del teorema de Taylor sabemos que el cuadrilá- 


tero ANMC es inscriptible, por lo tanto 
m<MNB=mxACB=0 


Pero como el cuadrilátero MNQP también es 


inscriptible, entonces 
m«BPQ-m«MNQ-a 


Luego, en el НВС 
a+p=90° 


Clave | с 


PROBLEMA N.? 11 


En un trapezoide simétrico ABCD, 

m«ABC = m«ADC = 100°. Si en BD se ubica 
el punto E, tal que mxEAD = 2(m«EAB) = 40°, 
calcule la medida del ángulo determinado por 
AE y CE. 


A) 20° B) 309 C) 409 
D) 37° E) 53° 
Resolución 


En el gráfico 


Como m«BAD —60?, el triángulo ABD es equi- 
látero 


> mxABD=mxADB=60" y 
mxBDC=m=xDBC=40" 
Al prolongar AE y DC hasta P 
> mxAPD=400 
El cuadrilátero EBPC es inscriptible. 
Luego 


mxCED=mxCBD=x 


Cómo 
DB=DP=0 — 40+x=70° 
S Xx m308 


Clave | B 


PROBLEMA N.° 12 


En un cuadrilátero ABCD, mxBAD=90°, y 
m« BAC = 2(m«BDC). 

Si en la prolongación de BC se ubica el punto E 
y m«ECD-m«ABD =x, señale el valor de x. 


A) 60? B) 30? C) 45° 
D) 75° E) 40° 
Resolución 


En el gráfico 


B 


Figuras inscritas y circunscritas 


Prolongamos BA hasta Е de manera que 
ЕА=АВ=а 
э mxDFB-m«DBF-x 
Luego, el cuadrilátero FBCD es inscriptible. 
m<xBFC=m<xBDC=a y 
m«DCF=mxDBF=x 
* Enel ЛА АСЕ 
si m«CAB—2a 
> т«АСЕ=о 
Ademas 
AC=AF=a 
* Enel tridngulo ВСЕ 
CA=BA=AF=a 
э mxBCF=90° 
Еп С 
2х+90=180° 
. х=45° 
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PROBLEMA N.° 13 


Dado ABC, un triangulo inscrito en una cir- 
cunferencia «^4, en ©, se ubican los puntos P 
y Q respectivamente, tal que PQ es tangente a 
la circunferencia inscrita en el triángulo ABC y 
secante a AB y BC en My №. 

Si mPB - mBQ, calcule la medida del ángulo 
determinado por los segmentos que unen los 
puntos de tangencia de los lados opuestos del 
cuadrilátero circunscrito AMNC. 


A) 60? B) 45? 
C) 75? 
D) 90? E) 72? 


ual 
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Resolución 


En el gráfico 


Sea mPB= mBQ =0 
y mAP = 
* Enel ángulo interior BMQ 


ib 
2 
¢ En el ángulo inscrito ВСА 
mxBCA = тАРВ = 9+0 
2 2 


> mxBCA-a 
Pero, F y G son puntos de tangencia 
> 0a+B=1800 


Si ME y MD son tangentes 
> «mDE =m«BME=« 
Luego, en la circunferencia inscrita 


| a«p 
dir 
jo 
x= 180^ ор 
2 
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PROBLEMA N.? 14 


Dado un cuadrado ABCD, en BC y CD se ubi- 
can los puntos M y N, tal que AN y AM in- 
tersecan BD en P y Q, respectivamente. Si O 
es el punto medio de MN y la m«MAN = 45°, 
indique la m«POQ. 


A) 90° B) 60? C) 135° 
D) 67° 30' E) 75° 
Resolución 


En el gráfico 


NO=OM=a 
maxNAM=45° 

Como 
m«DBC-m«BDC -45? 

entonces, el cuadilátero ADNQ es inscriptible. 
m«AQN- 909 

También, el cuadilátero ABMP es inscriptible. 
m<APM=90° 

En los triángulos rectángulos NPM у МОМ. 
OP-OQ-ON-OM-a 


Como 
m<xANQ=m<ADQ=45° y mPQ =90° 
m<«xPOQ=90° (ángulo central) 


Clave | А 


PROBLEMA N.? 15 

Dado un triángulo isósceles ABC, (АВ=ВС), en 
la región interior se ubica el punto P, tal que 
m«PAB-m«PBC-2m«PCA. Si mxABC=280, 
calcule m«PAC. 


A) 37° B) 28° E) 622 
D) 31° E) 53° 
Resolución 
En el gráfico 
B a M a О 
“Dj = xt 1H 
um v 
4a 4 4а 
мудо | 
E o CER А 
А 2а С а H di 


Como AB=BC=( 
mxBAC=mxBCA=x +0 


=> mxPCB=x 


Figuras inscritas. y circunscritas 


Al prolongar AP y trazar por B la recta paralela 
a AC, estas se intersecan en Q. 
Luego 
m<xAQB=x 
Si 
m«PCB-m«PQB-x 
entonces, el cuadrilátero PBQC es inscriptible. 
m«xPQC=mxPBC=0: 


> mxCQB=0.+x 
Pero 
m«QBC-m«aACB-o4 x (ángulos alternos 
interiores) 
Luego 
CQ=CB=1 
ma BCQ-28? 
Al trazar 
CM 1 BQ y 
QH LAC 
en el ABCQ 
CM=4(MB)=4(MQ) =4a 
QH=CM=4a y 
CH=MQ=a 


Entonces, en el АОН 
QH=4a y AH=3a 


$.05x—53? 


Clave | E 
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PROBLEMA N.? 16 


En el gráfico mostrado, AB+CD=15; BC=7; AT=20 y r,=8. Calcule el inradio del triángulo ACD, 
si M, М, Py T son puntos de tangencia. 


A) 1 
B) 1,5 
с) 2 
D) 1,2 
E) 3 


Resolución 


12 


a+b=15 Luego 
Como CN=CM=m a=10, b=5 


ENSE ES Ут Entonces, en el & ACD 


Luego АС2=52+122=132 > AC=13 
+7+m=20 +m=13 1 
Я K ye 0 Aplicando el teorema de Poncelet en el E ACD 


PO Eb ACI 12+5=13+2+ 
b+m=r,=8 (D 


De (I) + (II) 
= 2 - 
eran 1 3 m=3 “Cle lil 
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PROBLEMA N.° 17 


En la base AC de un triángulo isósceles ABC 
y en la región interior al triángulo se ubi- 
can los puntos M y P, respectivamente. Si 
maPAB=m=«PCA, calcule la ma APB--m«MPC 
cuando AM=MC у nixBPC=900. 


A) 100° В) 135° С) 150° 
D) 180° E) 240° 


Resolución 


En el gráfico 


Nos piden m«APB-- m«MPC-x--y 
Trazamos BM 
Como АМ= МС y АВ=ВС 
> m«xBMC=90° 
Tendremos que el cuadrilatero MPBC es ins- 
criptible. 
Luego, mxAMP=m«xPBC=92 
También 
m<PAC=m<PCB=B (АВ=ВС) 


Figuras inscritas y circunscritas 


Pero en el A ВРС 
В+О=90° 
Entonces, en el AAPM 
m<xAPM=90° 
En P 
x+y+90+90°=360° 
. x+y=1800 
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PROBLEMA N.? 18 


La recta de Simson, correspondiente a un 
punto P de la circunferencia circunscrita a un 
triángulo de ortocentro H, interseca a HP en 
M. Calcule HM/ MP 


A) 0,6 B) 0,7 C) 0,5 
D)2 E) 1 
Resolución 
Piden BM. m 
MP n 


€ 


КЎ 
Е. 


Q recta de 


Simson 
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Sea el AABC de ortocentro Ну Y la respectiva Resolución 
recta de Simson correspondiente al punto P Si Si РО=р 
se prolonga la altura BN hasta intersecar a @ 
> HN=NQ=a 
Al unir © con Р, entonces, GQ=GH. 
Como mxPCF=m=xPEF=0 (cuadrilátero ins- 
criptible EFPC). 
También m«BQP - m«BCP-a 
En el A PEG 
GI-IP—b 
Además 


EM//GH 


En el APGH 
IM//GH y GI-IP 
> HM=MP 


Sea 7, y Yo las rectas de Simson relativas a. 
MP los puntos P y Q, respectivamente. 


Luego, en el cuadrilátero AMNP inscriptible 


Clave | E m<xPMN=m<xPAN=a 


> тРВ= 20 


Análogamente, en el cuadrilátero CRSQ ins- 
PROBLEMA N.? 19 


criptible 
Calcule la medida del ángulo formado por las m«SRQ-m«SCQ-p 
rectas de Simson trazadas desde los puntos P + mBO=2BB 
y e d me оо, а x Pr Como PM//OR 
gulo. Considere que PQ y el radio de dicha cir- > х=а+В | 


cunferencia presentan igual longitud. р , 
También sabemos que si 


A) 15° TP 

B) 309 > mPQ = 60° 
C) 45° 20+28=600 
р) 60° n «+В=х=30° 


Е). 75° Clave | B 


lug 


PROBLEMA N.? 20 
Según el gráfico, AP=PB. Indique m«CPB. 


Resolución 
En el gráfico , 


le 


Á 
AS 


> 


Figuras inscritas.y,circunscritas 


Del dato: AP=PB 
Nos piden el valor de о. Recordando el teorema 
de Papillon, si 

AP=PB 

> MP=PN 
Luego, en el AMCN, la mediana CP es también 
bisectriz. Además, es altura y mediatriz. 


Demostración 


Trazamos PE y PF perpendiculares a CM y CN, 

respectivamente. Del teorema de la bisectriz 
PE=PF=d 

Entonces, los triángulos PEM y PEN son con- 

gruentes О =ф 


> 0492909 
~ @=90° 
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Capitulo 


ee 10) 


En un tema anterior se ha tratado el estudio de las líneas 
notables asociadas a un triángulo, ceviana, mediana, al- 
tura, bisectriz y mediatriz. En este capítulo realizaremos 
el estudio de la concurrencia de dichas líneas notables, 
asociadas a un triángulo, lo cual implica: nuevos teoremas 
asociados a un triángulo y otras figuras geométricas como 
la circunferencia, que también relacionarán colinealidades 
de ciertos puntos notables como ocurre en la recta de 
Euler, tema que estudiaremos. 

Los problemas desarrollados utilizan las propiedades del 
baricentro, incentro, excentro, ortocentro y circuncentro. 
También se harà uso del punto de Brocard y de los trián- 
gulos asociados a los puntos notables, como el mediano, 
Orlico, tangencial y ex incentral. 


+ 


PROBLEMA N.° 1 


En el gráfico, ABC es equilátero. Calcule x. 


Resolución 


Nos piden x. 


B) 309 


C) 45° 
E) 37? 


T О х: 


Puntos notables : 


Dato: 
El triángulo ABC es equilátero. 
Al prolongar BH hasta M(M € AC) notamos 
que ВМ 1 AC. 
AL y BM son alturas del triángulo AQB, 
entonces Н es ortocentro del AABQ. 
Luego 
QS LAB 
En el E. BSH 
m«SHB-60? 
EnH 
m<«MHQ=m<xSHB=60° 
En el lx мно 
x+mxMHQ=90" 
"^ х=30° 
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PROBLEMA N.° 2 


En un triángulo isósceles ABC de base AC, se 
traza la ceviana interior CM, luego se ubica el 
incentro I en el triángulo MCB. 

Si mxAMC=mxIAC, mxABC=40%, calcule 
m«BAI. 


A) 20° B) 40° C) 10° 
D) 50° E) 30° 


1531 
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Resolucién 


Nos piden m«BAI-x. 


Datos: 
mxAMC=mxIAC;, mxABC=40° 
Tes el incentro del AABC. 


Se prolonga BI hasta S(S € AC) 
BA=BC y m«IBA-mx«IBC 


ЛАВІ = ACBI (L. A. L.), entonces 
m<xiCB=m<«IAB=x 


EXASB: x +04 20°=90° 


> x+0=70° (I) 
AMBC: m«ICM-m«ICB-x 
0-40?-- 2x (1) 


De (II) en (I) 
x+ (40? 2x) 2709 
3x=30° 
. x=10° 
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PROBLEMA N.? 3 


Del gráfico, Q es circuncentro del triángulo 
NET. Indique qué punto notable es el centro O 
del cuadrado ABCD para el triángulo BNA. 


A) baricentro 
B) ortocentro 
C) circuncentro 
D) excentro 

E) incentro 


Resolución 


Nos piden indicar qué punto notable es O para 
el triángulo BNA. 


Dato: А 
О es el circuncentro del ANLT. 
Luego 
QN=LQ=QT=r 
Ademas 
m<LQT=2(mxLNT) =90° 
> m«LNT=45°=m«xANB 
O: centro del cuadrado ABCD 
ә AO=BO=l y mxAOB=90° 


Puntos. aptables 


zz 
Resolución 


Nos piden x. 


Del gráfico: 
Si PB-PC у m«BPC-2(m«BAC) 
P: circuncentro del AABC. 


B 


En el problema: 
AO-OB y m«AOB-2(m«ANB) 


Por lo tanto, О será el circuncentro del ABNA. 


Clave | € 


Datos: 
E: excentro del AABC 
L, E; incentros del AEAB у AECB 
mxACE=0 
Del gráfico: 
m«ABE -m«EBQ- 90? - 0 
Entonces 
mxABC=20 
En el AABC, por propiedad del excentro 
m«ABC-2(m«AEC) —20 
> mxAEC=0 


PROBLEMA N.° 4 


En el gráfico, E es excentro del triángulo ABC, 
I, y I, son incentros de los triángulos EAB y 
ECB, respectivamente. Calcule x, si mscACE=0. 


A) 0/2 B) 20 C) 30/2 
D) 50/2 E) 30 
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Por teorema 
¿E m<xAEC + m« ABC 


2 


Reemplazamos 


0+20 
Ж 
2 
30 
X-— 
2 
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PROBLEMA N.? 5 


Enun triángulo ABC, inscrito en una circunfe- 
rencia de centro O, se ubican los circuncentros 
О, y О, de los triángulos BOC y AOC, los cua- 
les pertenecen a los arcos BC y AC, respectiva- 
mente. Calcule mAB. 


A) 90? B) 1009 C) 110° 
D) 120° E) 1509 
Resolución 


Nos piden la mAB = о. 


B 


O: circuncentro del A ВОС 
> 0,0=0,B=0,C=r 
Luego 
тВО = mO,C = 60° 
О): circuncentro del A АОС 
> 0,A=0,0=0,C=r 
De ello 
mAO,=m0,C=600 
mAB+mBC + m AC = 360° 
a+ 120°+ 120°=360° 
< @=120° 


Clave | р 


PROBLEMA N.? 6 


En un triángulo ABC, (АВ=ВС), se ubica 
el incentro I, luego se ubican los puntos M, 
N en AC, tal que mxMIC=90%, AM=NC y 


m<MIN=0. Calcule mxABC. 


A) 90-09 В) 90-28 С) 180°-0 
D) 45°+20 E) 180°-20 
Resolucion 


Nos piden la mxABC=x. 


I: incentro del AABC 


Por dato: 
AB=BC y AM=NC 
Luego 
AI=IC 
Ademas 
ДАМ = ACIN (L.A.L.) 
> mxAIM=m<«NIC=a 


Por teorema 


m«AIC—9094 DUE 


90° «0.90947 


> x=20 (1) 
Рего 

а+0=90° 

> a=90°-6 (1D 
De (ID en (1) 
^ x=180°-20 
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PROBLEMA N.? 7 


En el gráfico, O es circuncentro del triángulo 
АВР y AC=AD, calcule mxBMA. 


A) 1259 
D) 135° 


В) 130° 


С) 110° 
E) 140° 


Puntos notables 


Resolución 


Nos piden la maBMA=x. 


Datos: AC=AD y m«CAD-2(m«DBC) -2p 


Bl Nota A 
A 


2—1) 
[9] f C 


‘ Se cumple si O es circuncentro del АВС. 


Luego, en el problema: 
АВ= АС y m«BAC-2(m«BDC) =70° 
О: circuncentro del A АВР, entonces 
AO=OB=OP=a; m«APO — m«OAP-459 


A АМР: x 290940 (I) 
A АВР: 70° + (25? 0) + (45? -- 0) = 180? 

=> 92209 (Н) 
De (П) en (1): x=90°+20° 
х= е 
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PROBLEMA N.? 8 necen a una misma circunferencia (circun- 


Indique el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones: 


1. 


II. 


III. 


Resolución 


I. 


ferencia de los nueve puntos) donde los 
pies de las alturas son vértices del trián- 


5. А 58 : ulo órtico. 
Un triángulo exincentral es equilátero solo si 9 


su respectivo triángulo órtico es equilátero. Ш. Falsa 
En un triángulo, los puntos medios de los 
lados y los vértices de su respectivo trián- 
gulo órtico son conciclicos. 

Dado un triángulo y su triángulo órtico, 
aquel es el triángulo exincentral de dicho 
triángulo órtico. 


A) FFV B) VFV С) VVF 
D) VFF E) FVF 


Verdadera 


AABC: triángulo obtusángulo 
AMNQ: triángulo órtico del ААВС 
El A. АВС no es el triángulo exincentral del 


AMNQ. 
Clave | € 


PROBLEMA N.° 9 


Según el gráfico, E es incentro del triángulo 
ABC, BRFE es un cuadrado, RN=a y NC=b, 


Calcule BR. 
N 
R 
АМЕ ЕЕ: triángulo exincentral del $ 
triángulo ABC 
АА ABC: triángulo órtico del 
triángulo E,E,E, 
Si AE,E,E, es equilatero A C 
› AABC es equilátero. ean B yoy ir 
П. Verdadera 2.12 
En todo triángulo, los pies de las alturas, o Ge 
los puntos medios de los lados y los puntos 2 
medios de los segmentos que tienen por D) (-a+ yab? a?) E) a? -b 
extremos el ortocentro y un vértice, perte- 2 
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Puntos notable: 


Resolución PROBLEMA N.° 10 
Nos piden BR=x. 


Según el grafico, ABCD es un rombo; HQ=8 
y Des punto de tangencia, calcule la distancia 
entre los ortocentros de los triángulos BCD y 


ABD. 
С 
В 
D 

E: incentro del AABC 

> maNAB=mxNAC=0 y L 

m«LBN=m&4NBC=45° A H Q 
N: excentro del A АВС A) 8 B) 12 C) 16 

mxABC=2(mxANC) =90* D) 20 E) 24 

‚ШАЙ е Resolucion 
Notamos que EBNC es un cuadrilátero inscrip- Piden la distancia entre los ortocentros de los 

; triangulos BCD y ABD. 

tible, entonces 

m«ECN=90° F 
EX ECN: NC=b 

> EN=b V2 


BX EBN: x? +(x «ay = (1/2 Y 
2х?+2ха+ (a?-2b?)=0 


Reemplazamos datos en la ecuación general 


-а+у4? -a? 


2 
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Por dato, ABC es rombo, entonces 


m«BAC-m«DAC y BD L АС 
D: punto de tangencia 
> mxMDQ=mxQAD=0 
EX DHQ: 0+0=90° 
L'NAH"DQ: inscrito en una semicircunferencia 
> m«SHD=m<«xDQH=a 
mz ALD-m«ASD- 909 


H": ortocentro del AABD 
ABCD = ABAD y H"S=SH'=m 


Entonces, Н": ortocentro del ABCD 
mH"D=mDQ=20 > H'D-DQ-t 
EX H"SD = E&QHD(A. L. A.) 
э m=8 


H'H'-16 


PROBLEMA N.° 11 


En un triángulo ABC acutángulo (BC > AB), 
la recta de Euler interseca a AB y BC en М yN, 
respectivamente, tal que BM=BN. Si H y O son 
el ortocentro y el circuncentro, respectivamen- 
te, calcule m«AHO. 


A) 110° 
B) 120° 
C) 140° 
D) 150° 
Е) 160° 


lign 


Resolución 
Nos piden la mxAHO=x. 


Sean H y O: ortocentro y circuncentro del AA ABC, 


entonces 
m«ABH- m« OBC-$ 


Dato: 
BM=BN — mxBMN-m«BNM-0 


AHBO: HB=BO=R 
Por teorema 
HB-2(00) => ос= = 
OC-2(0G) ә m«xGOC=60° 
Por teorema 


m<ABC=m<xGOC 
Entonces, maMBN=60°. 


Luego 
0=60° (1) 
m«ABS-609 — y=30° (10) 
En el AANH 
x+0=y+180° (IIT) 


Reemplazamos (1) y (11) en (Ш) 
x+60°=30°+ 180? 
„ х=150° 
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‚ Puntos notable 


PROBLEMA N.? 12 Entonces 


En el gráfico, PQ=QS y maQSC + m«QPC. ESPQSC: inscriptible 


Calcule la medida del ángulo determinado por MXPQA=mxPCS=2f 


AP y SC. P: incentro del AAQC 
$ m«QAP-maPAC-a 
En el AAMC 
5 y+a+3B=180° (1) 
‘ e En el AAQC 
20+ 6B= 180° 
04-3090? (II) 
De (1) - (1) 
A y=180°-90° 
A С 
"no y=90° 
А) 78° B) 90° C) 105° Chie | B 
D) 110° E) 120° 
Resolución PROBLEMA N.° 13 
Piden y, que es la medida del ángulo entre AP Fn el gráfico, BN=2(NT) y L es punto de tan- 
y SC. gencia. Calcule "LO 
m<«LAC 


Por dato: 
PQ=QS; x £y 

Del grafico: A) 1 B) 3/2 C2 
m«PCQ-m«QCS-p D) 5/3 E) 3 
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Resolución 


Nos piden 


m«LAC 


Por dato: 

OT LAL 

O: centro de @ 
Luego 

AT=TL=m 
Además, se sabe que 

BN=2(NT) 


entonces N es baricentro del AABL. 


Luego 
FB=FL=0 
m<xFLN=m<LAF=a 
> (7=(FN)(FA) 
(BF)^— (EN) (FA) 
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La 


Si x?=ab entonces 0-() 


m«BAF-m«xNBF-0 


En el ANBL 
б=о+0 (D 
PB=mxLAC (ID 
ade HOD (ш) 
2 
De (Ш) у (Ш) en (1) 
m«LAC = MOL 
2 
mf 
m<«LAC 
Clave | с 
PROBLEMA N.? 14 


En el gráfico, T, R y Q son puntos de tangen- 


cia, y el circuncentro del triángulo TRM es el 


circuncentro del triángulo ATM. Calcule x, si 
FN = jo 
Y 


A) 30° 
B) 40° 
C) 35° 
D) 45° 
E) 60° 


Resolución 


Nos piden x. 


Puntos notables 


Por dato: 

Т, y Q son puntos de tangencia 

> PT=PR y CQ=CR 
mxPRM=m<«PMR=0 

> PR=PM=( 

PT=PR=PM 

> Р: circuncentro del ATRM 
Luego 

P: circuncentro del AATM 

PA=PT=PM 

=> mxATM=90% 


Por teorema del ángulo semiinscrito 
m«PTM = mTN 
Por dato: 
mTN - 1009 
э mxPTM=50% 
n x=40° 


PROBLEMA N.? 15 


En el gráfico, ABCD es un rectángulo. Si T es 
punto de tangencia, calcule x. 


B 18 С 
== == 


-— 54 


A D 
A) 37° B) 53° C) 60° 
D) 30? E) 31? 
Resolución 
Nos piden x. 
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Del grafico: 
BO= OD 
Ademas 
BT=TC 
> С: baricentro del ABCD 
Luego, BM será una mediana del ABCD 
Si MC=MD=0 — BC-4t 
ES BCM: notable de 14? y 76° 
> m«MBC= 14° 
ABTG: x+ 14°=45° 
. х=31° 
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PROBLEMA N.? 16 


En un triángulo ABC, AB = BC, mxABC- 120°, 
se ubica el excentro £ relativoa BC, luego se ubi- 
ca el circuncentro O de dicho triángulo. Calcule 
la medida del ángulo que determina AE y la bi- 
sectriz del ángulo AOE. 


A) 75? B) 759330 C) 105° 
D) 97°30' E) 107? 
Resolución 
Nos piden x. а 


Por dato: АВ=ВС; ma ABC- 120? 
О: circuncentro del AABC 
> m«AOC-2(m«LBC) = 120° 


|164 


- 


E: excentro del AABC 


m« ABC 


> mxAEC= = 60° 


DAECO: inscriptible 
> m«xEOC=mxEAC=15° 
mxAOC=120% > 20+15°=120° 
Luego 
0=52°30' 
AAOM: x=45°+0 
"n x=97%30' 
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PROBLEMA N.? 17 


En un cuadrilátero ABCD, inscrito en una cir- 
cunferencia, se ubican los ortocentros H4, H3, 
H, y H, de los triángulos ABC, BCD, CDA y 
ABD. Indique qué tipo de cuadrilátero es 
HHHH}. 


A) bicentro 
C) inscriptible 
D) trapezoide simétrico 


B) inscrito 


E) trapecio 


2 
Resolución 


Piden determinar qué tipo de cuadrilátero es el 
LCAHH3H3H4 


Hi, H5, Hz y H4: ortocentros de los triángulos 
ABD, ACD, BCD y ABC, respectivamente. 
Sea OM=0, por teorema: 
ЛАВР: BH; -2(0M)-2t 
AACD: CH; =2(OM) -20 
BH,=CH, y BH,//CH, 
Luego, HjH; // BC 
De igual modo 


HH; // AB, H3H, // AD y Н.Н, // CD 


> mxH,H3H¿=mxBAD=0. y 
m«H4H,H;-mxBCD-p 
LAABCD: a+B=180° 

Por lo tanto, el £AH,H;H4H, será inscriptible. 
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PROBLEMA N.? 18 


En un trapecio ABCD(AD// BC), D es cl cir- 
cuncentro del triángulo ABC. ¿Qué punto no- 
table es A del triángulo CBD? 


А) incentro B) ortocentro 
C) circuncentro 


D) baricentro E) excentro 


Resolución 


Nos piden determinar qué punto notable es A 
del triángulo CBD. 


B C 


Puntas notables 


Por dato, D es el circuncentro del triángulo ABC. 
> DA=DB=DC 
ABDC: isósceles => a=20 
Por teorema del ángulo exterior en el triángulo 
ACD 
p220 > a=B 
Por lo tanto, A será uno de los excentros del 


triángulo CBD. 
Clave | E 


PROBLEMA N.? 19 


En un cuadrilátero ABCD, si 
m<«BDC=2(m«BAC) y m«BDA —2(m«BCA), 
équé punto notable es D para el triángulo ABC? 


А) incentro B) excentro 
C) circuncentro 
D) baricentro E) ortocentro 


Resolución 


Piden reconocer qué punto notable es D para 
el triángulo ABC. 


A partir de los datos tendremos: 
m«BDA —2(m«BCA) =20 
m«BDC —2(m«BAC) -2p 

Se prolonga AD hasta Q, de manera que 
mxBQD=0 

Entonces, mxACB=mxAQB=0 

ГААВСО: inscriptible 


1851 


Lumbreras Editores 


Luego, mxBQC=m=xBAC=f 
ABDQ: BD-DQ-t 
ADCQ: CD=QD=( 


Sea 


m«ACD-a 
э m«ABQ=m<ACQ=at0+B 


Luego 


Por 
triá 


mxABD=mxBAD=0+P 
э AD=DB=CD=0 
lo tanto, D será el circuncentro del 


ngulo ABC. 
Clave] € 


PROBLEMA N.? 20 


De 
lor 
1. 
IL 
Ш. 
IV. 


V. 


las siguientes proposiciones, indique el va- 
de verdad. 

Todo triángulo mediano es un triángulo 
pedal. 

El incentro de todo triángulo órtico es el 
ortocentro de su triángulo antiórtico. 

El incentro del triángulo exincentral es 
ortocentro del triángulo antiincentral. 

Un triángulo tangencial puede ser rectán- 
gulo. 

Todo triángulo pedal es órtico. 


A) VFFFF 
D) VFFVF 


B) VVFVV С) VFVVV 
E) FVVVF 


Resolución 


I. 


Verdadero 


IL 


Ш. 


Н: circuncentro del А АВС 

Н: ortocentro del АРОК 

Por lo tanto, el APQR será un triángulo 
pedal del AABC. 


Falso 


AMNQ: triángulo órtico del AABC 
AABC: triángulo antiórtico del A ММО 

B es el incentro del AMNQ, pero no es el 
ortocentro del AABC. 


Falso 


AMNQ: triángulo exincentral del AABC 
AABC: triángulo antiincentral del AMNQ 
El ortocentro del AMNQ es el incentro del 
AABC. 


Puntos notables 


lV. Falso V Falso 


А ММО: triángulo pedal del ААВС 


ATPQ: triángulo tangencial del AABC El AMNQ será órtico solo cuando P sea el 
Notamos: « < 90%, B < 90? y Ө < 90° ortocentro del AABC. 

Entonces, el triángulo tangencial siempre Por lo tanto, no todo triángulo pedal será 
será acutángulo. Ortico. 


Clave | А 


PROBLEMA N.? 21 


Las circunferencias S; y 5; de centros О, у О», respectivamente, se intersecan en A y B; el rayo ОВ 
interseca a S; en Fy el rayo О,В interseca a S, en E. ¿Qué punto notable es B del triángulo EAF? 


A) ortocentro В) baricentro C) incenuo D) circuncentro E) punto de Brocard 


Resolución 


Piden determinar qué punto notable es B para el triángulo EAF. 
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Sea 

m«EBO,-90?-0 ә m«BFO,=90°-6 
Por teorema del ángulo inscrito 

m«EAB- m«FAB- E =0 


Luego, del gráfico tendremos 


AQ: bisectriz interior 
Además 


m«EBF=90%+ ae 


Por lo tanto, B sera el incentro del triangulo 
EAF. 
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PROBLEMA N.° 22 


En un triángulo isósceles ABC, (АВ=ВС), en 

los lados AB y BC se ubican los puntos M y 

N, respectivamente, tal que AM=BN, Si la 

mediatriz de MN interseca a CA en Q, calcule 
mxABC 


m«MQN ` 
A) 2 B) 1/2 С) 3 
D) 4 E) 1 


Resolucion 


Nos piden Шыл 
P m«MQN 


m 
Г 
B 
O 


Se ubica P en AC tal que maMPA=m«MAP=0 
Por dato: 

АВ=ВС > mxACB=0 

AM=BN; MP//BN y MP=BN=b 
£7 MBNP: paralelogramo 
Entonces 

МР=МВ=а 
Se prolonga NP hasta $ de manera que MS 1 AP 
Notamos Е 

PM=PS=b y ОМ=05=( 
Q: circuncentro del ASMN 

> mxMQN=2(mxMSN) 

y=2Y (I) 
En el ASMP 

x=2y (ID 
Dividimos (1) entre (II) 

x 


y 


Clave | E 


PROBLEMA N.? 23 


Sean C y D dos puntos de una semicircunfe- 
rencia de diámetro AB, tal que B y C están en 
semiplanos distintos respecto a la recta AD. 
Sean M, N y P los puntos de AC, DB y CD, 
respectivamente. Si 1а distancia del circuncen- 
tro del triángulo ACP a la recta MN es 10 cm, 
calcule la distancia del circuncentro del trián- 
gulo BDP a la recta MN. 


A) 5cm 
B) 542 cm 
C) 543 cm 
D) 10cm 
E) 20cm 


Resolución 


Nos piden d (distancia del circuncentro del 
triángulo BDP a la recta MN). 


Por dato: la distancia del circuncentro del 
A. ACP a MN es 10 cm. 


O: circuncentro del A ACP 
ә OH=10cm 


O: circuncentro del APDB 
=> OH=d 


~ d=10cm 
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Puntas notable: 


PROBLEMA N.? 24 


En un hexágono convexo ABCDEE los lados 
opuestos son paralelos y maBAF=mxCDE=90°. 
Si las distancias entre AB y DE, CD y AF, BC y 
EF son respectivamente iguales a d, calcule la 
medida del ángulo determinado por BE y CF. 


A) 609 B) 30° C) 36° 
D) 72° E) 45° 
Resolución 


Nos piden o, que es la medida del ángulo entre 
BE y CF. 


Por dato, en el hexágono ABCDEF los lados 
opuestos son paralelos y la distancia entre 
ellos es igual a d. 

CM=CN=d э m«x«MrFC-2mxNFC-0 

BS=BR=d > m«BER-m«BES-Yy 

— С: ехсепіго del A ЕТЕ 


x -900 FTE 


; m«FTE = 909 
. x=45° 
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Capitulo 


¿aos 11 


Proporcionalidad de | 
segmentos 


D. 
E > 4 
es 


L- - 


ES 


t 


En esta parte emplearemos el teorema de Tales y sus 
corolarios; también el teorema de la bisectriz (interior y 
exterior); el teorema del incentro y excentro; los teore- 
mas de Menelao y Ceva. y el concepto de división áurea 
y armónica de un segmento. 


En los capitulos anteriores hemos conocido las diversas 
figuras geométricas, asi como una serie de propiedades y 
relaciones. 

Aqui estudiaremos una nueva forma de aplicar nuestros 
conocimientos a travós de una comparación entre lon- 
gitud de segmentos que se determinan en dos rectas, 
(secantes a tres o más rectas paralelas); esta relación es 
conocida como el teorema de Tales, quien fue uno de los 
siete sabios de Grecia. 


Capitulo 11 (odds 


Proporcionalidad de segmentos: 


PROBLEMA N.? 1 


En el gráfico, DGOF es un rectángulo. Si 
EF=2 (EC), calcule x. 


E о В 


А) 53°/2 В) 37%/2 С) 37° 
р) 14° Е) 30° 
Resolucion 
Piden x. 


Dato: EF=2(EC) 

m<xOAB=m<xCDG=45° 

DC: bisectriz exterior en el E& ЕРЕ 

Por teorema de la bisectriz exterior 
Bes FC M s 


DE ЕС A 
о о 
A FDE: notable de E, m<«xEFD= Y 
o 
AFDC: x4 zu = 45° 
53° 
x = — 
2 
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PROBLEMA N.° 2 


En el gráfico, BE-5 y EC—3. Calcule GE. 


A) 3/2 B 
B) 13/11 
C) 15/11 
D) 8/11 
E)13/9 4 
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Resolucién 
Nos piden GE=x. 


_Datos: 
BE=5 y EC=3 
En el grafico, por teorema, los puntos В, С, Еу 
C forman una cuaterna armónica. Entonces 
BG BC 
GE EC 
5-x 8 
ix. 3 
Desarrollamos 
15-3х=8х => 15=11х 


15 
х= 
11 
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PROBLEMA N.° 3 


En un cuadrilátero ABCP se ubica el punto 
D en BP, tal que los ángulos BAP y DAP 
son suplementarios. Si m«DCP-m«PCC' y 
(AB)(DC)=8, calcule (AD)(BC). Considere 
que C' pertenece a la prolongación de BC. 


A) 242 B) 8 C) 6 
D) 4 | E) 442 


[Л 


Resolución 
Nos piden (BC) (AD) =xy. 


Dato: ab=8 
Por teorema de la bisectriz exterior 
wren: ETA (D 
b ( 
Бар 158 aD 
1 y { 
De (D y (I) 
ы — xy=ab 
b y d 
. xy=8 
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PROBLEMA N.° 4 


En el gráfico, A y F son puntos de tangencia. Si 
BF-3 y AC =2(FC) =2(AE) = 4, halle AD. 


B 


A 
D 
A) 9 B) 12 C) 10 
D) 11 E) 13 


Praporcianalidad ве segmentos 


Resolución 

Nos piden AD=x. 

Datos: 
BF=3 y AC=2(FC)=2(AE) - 4 

A y F son puntos de tangencia, entonces 
mxBAF=mxFAC=y 


Por teorema de la bisectriz interior en el AABC 


BE+2_4 3 BE=4 
3 2 


Por teorema de Menelao en el A АВС 
(х) (4) (2)=(x+4) (2) (3) 
* x=12 


Clave] B 


PROBLEMA М. 5 p 


En un triángulo ABC se ubican los puntos D y E en AC y BC, respectivamente, tal que una circun- 
ferencia contiene a los puntos A, B, E y D. Si AB=BD y CD=5(AD) =5(ED), determine m АВЕ. 


A) 106° B) 212° C) 148° D) 184° E) 152° 


Resolución 


Nos piden mABE. 


` 


Datos: * 
AB=BD 
э mAB=mBD=20 20 
ma«AEB-m«DEC-0 
CD=5(AD)=5(ED) 
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2 


Por teoreoma de la bisectriz exterior еп el AAED Resolucion 
AE AC Nos piden AN=x. 
ED DC 
Entonces N, 
AE 6r 
t. 9f 
Luego 
Ape 
5 
En el AADE 
AQ -QE- X 
5 
En el BX AQD Г 
ло 3 A: punto de tangencia 
T == 2 m&ADQ=37° Entonces _ 
mNA=m AT = 20 
рди «ATB=mxABN=0 
m«ADE=74° DEDE 
— 4400 Dato: P 
m ABE = 148° А AT=TB=4 › 
Clave | с Entonces 
mxBAT=mxABT=y 
En el AABT 
PROBLEMA М.° 6 


2y+0=180% => mxSBT=y 
En el gráfico, A y T son puntos de tangencia. Si 


Por teorema de la bisectriz exterior en AANB 
AT=BT=4 y BN=3(AB), señale NA. 


NB NT 
e I 
М BA АТ B 
Dato: 
NB $ 
xi II 
БА (П) 
UNS Reemplazamos (П) en (T) 
B T ac x44 
4 
x-8 
A) 6 B) 4 C) 10 
Clave | E 


D) 12 E) 8 
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Proporcionalidad de segmentos 


PROBLEMA N.° 7 BS BHA xb. AED, entonces 
En el gráfico, ABCD es un cuadrado. BH=AE=a 
Halle mAE. 
En el EL AHB 
B C ir | 
W450+8 AH=2(BH), entonces 
id 
2 Я 
- MAE =53° 
Е 
Clave | с 
6 
[К PROBLEMA N.? 8 
A D 
Según el gráfico, B y T son puntos de tangencia 
5 B) 37? . AB T. 
АП ps Si зы; indique um 
C) 53° 4x5 AC 
D) 18°30' E) 30? 


Resolución 


Nos piden mAE = 20. 


A) 


3 
B) 4 C) 


і 0 ————1 


Se traza BH 1 AE, m«BEH —459 D) E) 


mi 
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Resolucion 


Nos piden as: 
AC 


В y T son puntos de tangencia, entonces 


mxABT=mxCBT=a 


Е Nota 


Por teorema de la bisectriz interior en el AABC 
AT AB , AT_3 
TC BC 16735 
De donde 
AT=30; TC=5( 
mBQ = mBC - 20 
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Por propiedad 
m«BPQ-m«BAC-0 
PQ//AC => AS=SC=4b 


Luego TS=( 
zu UR ud 
AC 8f 8 
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PROBLEMAN.°9 - 


En el grafico, Р, Ту О son puntos de tangencia. 
Si PB=2 y CQ=3, calcule LB. 


A) 8 B) 10 C) 12 
D) 15 E) 16 
Resolución 


Nos piden LB=x. 


Datos: PB=2 y CQ=3 
Prolongamos PB hasta С, tal que GC//PQ 
m«GPQ-m«CQP-y 


Preporcionalidad de segmento: 


LA PGCQ: trapecio isósceles, entonces 
PG=CQ=3; GB=1 


Por corolario del teorema de Tales: ETS BP o Xs 2 
BC B 5 1 
"^ х=10 
Clave | B 
PROBLEMA N.° 10 


En el gráfico, D, T y C son puntos de tangencia. Si 3(AL) = IO(TN), calcule mDT. 


А) 30° B N 
B) 16° po 
C) 45? Р 
р) 37° 
Е) 53° LA 
A 
Resolucion 


Nos piden mDT = 0. 


Dato: 
3(AL) = 10(TN) 
Luego 


AL=10n; TN=3n 
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A, L, T y N forman una cuaterna armónica 
> (10n)(3n)=(LT)(13n+LT) 


Al desarrollar obtenemos 
LT=2n 


| P, C y Q: puntos de tangencia, entonces 
| 
| А, В, С у D forman una cuaterna armonica 


Sea BD=BC=l 
EX LBN: (5n)?=(0-2n)?+((-3n)? => (=6n 
Reemplazamos en 


TB = а m«BLN- 379 
IN б” и 


Рог teorema 
т DT = m «BLN 
~ 02379 
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PROBLEMA N.? 11 


Se tiene un romboide ABCD. En AD se ubican 
los puntos E yF, tal que A, E, F y D forman una 
cuaterna armónica. Si AE=3(EF) =6; AC=30; 
BFNAC=(N) y BENAC=(L), calcule LN. 


A) 1 
D) 2,5 


B) 1,5 C) 1,6 


E) 2 


[180 


Resolución 
Nos piden LN=x. 


| 12 | 
B C 
| j 
A E Е 
H—-6 -24—4—4 


A, Е, F y D forman una cuaterna armónica 
según dato, entonces, 


(6)(FD)=(2)(8+FD) — FD=4 


ХАМЕ ~ ACNB 
т+х 8 т+х pos 
n 12 mtn+x 20 
Dato 
m+n+x=30 > x+m=12 (1) 
AALE ~ ACLB 
m 6 
= — =] II 
30-m 12 qeu qu 


Reemplazamos (II) en (I) 
x=2 
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PROBLEMA N.? 12 


En un triángulo ABC, de baricentro G, se traza 
la recta secante 7; que pasa por С e interseca 
a AB, BC y a la prolongación de AC en M, Ny 
Q, respectivamente. Si GN = NQ y AC = 6 cm, 
indique CQ. 


В) 2 cm С) 3 cm 


E) 5cm 


A) 1 cm 
D) 4cm 


Resolucion 
Nos piden CQ=x. 


A H С Eu 
13 cm—+—3 cm—— X —4 


С: baricentro del A АВС 
Dato: 
AC=6 cm 
Luego: 
AH=HC=3 cm y BG=2(GH) 
Dato: 
GN-NQ 
Por teorema de Menelao en el AHQG 
(x) (0) G0) 2 G cm) (т) (20) 


V^ x-2cm 


4 
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PROBLEMA N.? 13 


Dado un triángulo isósceles ABC, de base 
AC; en AB, BC y AC se ubican los puntos 
M, N y P, respectivamente, tal que AP=PM 
y NP=PC. Si AN y CM se intersecan en Q y 


AQ_QN_ MQ hallé AP 
3 7 2 PC 
A) 2/5 B) 4/7 C) 1/3 
E) 1/2. 


D) 3/8 


Praparcionalidad de segmentas 


2 
Resolución 


Nos piden с и 
РС 


Dato 

AQ QN MQ 

3 y 2 
Sea 

AQ-30 — QN=7l y MQ=21 


ДАРМ = AMPC (L.A.L.) 
AN=MC — 10(=QC+2l 
> QC-8l 

m«ANP-m«MCP-Yy 

L.APQNC: inscriptible 
=> mxPQC=maxCNP=U y 
m«AQP—mxNCP-0 


Por teorema de la bisectriz interior en el AAQC 
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PROBLEMA N.? 14 


En un triángulo ABC se trazan las cevianas 
interiores AM y AN, las cuales intersecan 
a la mediana CD en P y Q, respectiva- 
mente. Si BM=MN=NC; la prolongación de 
MQ interseca a AC еп L; PL A AQ={T}; 
MT ^ AL={R} y RL=2, calcule AR. 


A) 3 B) 4 С) 5 
D) 6 E) 7 
Resolucion 
Nos piden AR. 


Datos: 
BM=MN=NC; AD=DB 
Por teorema de Menelao en el AMAB 


(1) (AP) (2m) = (0 (PM) 3m) 


AAMC: 


Luego 
AC_AM_54_5 
LC РМ 4:2 


Del AAML: A, R, Ly C forman una cuaterna 
armónica, entonces 


BE SACS? c Am RD) 
RE qo 2 2 
Dato: 
RL=2 
- AR=5 
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PROBLEMA N.° 15 


En un triángulo ABC se traza la base media NL 
respecto del lado AB(N € BC), para después 
trazar la ceviana interior BT, tal que TC=2(LT) 
y NL ^» BT - (Q). Si en el triángulo ANL se tra- 
тап las cevianas interiores LF y МС, las cuales 
se intersecan en un punto de AQ y TC=GL, 


AF 
calcule —. 
ЕМ 


А) 1/3 В) 2/3 С) 1/2 
D) 3/4 E) 2/5 
Resolucion 
AF x 


Nos piden — =-. 
Е 


NL: base media del AABC 


Dato: 
TC=2(LT) 
Si LT=¢ 
> TC=2l y AL=3( 
Por teorema de Menelao en el ANLC 
(LQ) (2) (20)= (0) (QN) (27) 
— LQ=QN 
También 
GL=TC=20 y AG=l 
Por teorema de Ceva en el AALN 


(х) (26) (т) = (у) () (m) 
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PROBLEMA N.? 16 


En un triángulo ABC se traza la ceviana interior 
AE, en cuya prolongación se ubica el punto T, 
tal que m«BTA=90°. Si BE=a, EC=b, AE=AC 


3 AE 
y mxABC=m<EAC, determine ЕТ 


A) 2(a+b) B) (a4 b) 
а a-b 
2(a4 b) 
el b-a 
ab—b 2a-b 
p) b+a E) b+a 


Proporcionalidad de segmentos 


Resolución 


А А 
Nos piden ae 
ET 


Dato: 
AE=AC; BE=a y EC=b 
Sea 
m<xEAC=20 
=> m<«AEC=mxACE=90°-0 
Luego 
y=90°-0 
Se prolonga AT hasta G, de manera que 
ВС=ВЕ=а 
ЕВС: isosceles, entonces 
ET=TG=y 


Por teorema de Ja bisectriz interior en el AABG 


PAD 
2y a 
x _ 2(a+b) 
y a 
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PROBLEMA N.? 17 


En el gráfico, B y T son puntos de tangencia. Si los ángulos NDB y DTL son complementarios, 


E 
además 2(DB) = 3(NB), calcule Е > 


А) 1/2 В) 3/4 С) 1/3 D) 2/3 Е) 1/4 
Resolución 
Piden DE = £ 
EL y 


Los ángulos NDB y DTL son complementarios 
— 0+20=90° 
m«ADN=mx«ATL, entonces TS 1 BG 


T: punto de tangencia, luego m«DTB-m«BTS-a 


[184 


Proporcionalidad de segmentos 


Por teorema de la bisectriz 
BS=BD=3( 
Dato: 


2(DB) =3(NB) 


Por teorema de Tales 


DE _2/ 
EL 3f 
x_2 
y 3 
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PROBLEMA N.? 18 


En un triángulo obtusángulo ABC (obtuso en 
B), se construyen exteriormente los cuadra- 
dos ABMS y BCEF, y se ubican los puntos T y 
N en BF y CE, respectivamente. 
Si NE = TB, M, T y C (colineales); 
MC n AN-(Q; AQ_ 3. МС=15у 

QN 2 
{1} =АЕ ^ MC, determine LF. 


А) 4 
В) 5 
C) 6 
D) 7 
E) 8 


Nos piden LF=x. 
A 


XT NC 


1 N 
1 а 
Е Е 
Dato: 
AQ _3 
QN 2 
MC=15 


A MBC = ЛАВЕ (L.A.L.), entonces 
AF=MC=15; 
AL=15-x 
Por dato: 
TB=NE=a 
TACBT = FEN, de donde 


> mxTCB=mxNFE=0 
Luego, LQ//FN 


Por teorema de Tales 
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PROBLEMA N.? 19 Dato: 
En el gráfico, А, T, N y L son puntos de АТ X 
cou AT 2 m= m п 3 
tangencia. Si ar S mAD- mCD- m AB; 
Además 


AL=10 y LE=AN, señale EC. 
AL=10 у LE=AN 


mAD-mCD = m AB 


, »- 


D 
C | Ty P: puntos de tangencia, luego: o=B | 
ES у B7 Б, n Por teorema de la bisectriz interior en el 
AATL 
lució 
Resolución AN AT 2 
Nos piden EC=x. м TL 3’ entonces 


AN=4 y NL=6; LE=4 
También 

mDC = mCB = a 
Luego 

mAD = mABC «a +В 


at+B 
m«ATD=m<ABM= 5 =y 
Siendo ВА у ВЕ, bisectriz exterior e interior 


del ALBC. 


1186 


Además, A, L, E y C forman una cuaterna ar- 
monica, luego 


10 14+x 
4 x 


=> 10x=56+4x 
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PROBLEMA N.? 20 


Dado un triángulo ABC, de incentro I, se traza 
BM y BN, bisectriz interior y ceviana exterior 
respectivamente, además C e MN. Si 

NI ^ BC={L}, ML ^ BN={S} y 
AB_BC_AC_CN 


6 8 7 8” 
calcule m«CSB. 


A) 76% B) 74° G)i53° 
D) 80° E) 90° 
Resolución 


Nos piden m«CSB=2. 


A M G N 
3l — 4( a 80-——— 


Proporcionalidad de segmentos 


Dato: 
AB _ BC AC Gh 
6 8 7 8 
Si 
АВ=6( 
luego 
BC=86 
АС=7( 
CN=8( 
Teorema de la bisectriz interior en el AABC 


АМ Gs entonce: 
— = — =, S 
MC 8t 4 


AM-3( y МС=4( 


Reemplazamos 
BI _ ot 


IM 36 


Teorema de Ceva en el ABMN 
(2a) (SN) (40) = (a) (BS) (80) 
— SN=BS 

Además 
BC=CN 

"^ x=90° 
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Capitulo 


«ee 12 | 


Teoremas de : 
configuración |... 


Semen e ERA ЖЕ C NE 


Para la construcción de extensas vías de transporte (carre- 
teras) o el tendido de postes de corriente se requiere, en el 
campo, colocar puntos alineados. También para la ubica- 
cion de puntos que estén dentro de un radio determinado 


de alcance se requiere conocer cuándo estos pertenecen 
a una circunferencia o están dentro o fuera de ella. 


También los incas hacían uso de los conceptos de puntos 
de igual altitud (configuración), en donde se conservaban 
similares propiedades de los fenómenos climáticos, con- 
siguiendo de esta manera microclimas en una pequena 
extensión de terreno, situación que era aprovechada para 
los cultivos de la población. 


En este capítulo emplearemos en las soluciones los teore- 
mas recíprocos del cuadrilátero inscrito y los teoremas de 
Menelao y Ceva que permiten determinar la colinealidad 
de puntos o puntos que son conciclicos. 


Capitulo 12 ee 


Teoremas de configuración: | 


PROBLEMA N.? 1 


Dado un trapecio isósceles ABCD (BC // AD), 
en la región exterior relativa al lado BC se 
ubica el punto P, tal que mxAPD=90°. Si 
BD=3(PC) y mxABD=90°, además la medida 
del ángulo determinado por AP y BD es el 
triple de m«CPD, calcule m« PAD. 


A) 18?30' В) 26930' С) 37° 
О) 53° Е) 45° 
Resolucion 


Nos piden mxPAD. 


Г\АВСГР: trapecio isósceles 
mxABD=mxAPD=900 


Entonces A, В, Р, y Р son concíclicos 
AC=BD=3(PC)=3m 
m«CPD=m<xCAD=0 
m« (AP; BD) =3(m«CPD) =30 

Se traza 
CG/m«CGP-90?-9 
GC-PC-m 

ССА: AC-3(GC), luego 


379 
0= 
2 

Сото 

m<xPAD=20 

m<«PAD=37° 

Clave| с 

PROBLEMA N.° 2 


En un pentágono convexo ABCDE, BE=2(CD) 
y maBCE=m«BDE=mxBAE=90". 
Senale m«CAD. 


A) 309 B) 459 C) - 
D) = E) 36° 
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Resolución Datos: 
Nos piden m«xCAD=x. m«BCE-m«BDE-m«BAE —90? y 
SERIE BE=2(CD) 


Del grafico, podemos notar que ABCE y ABDE 
son inscriptibles, por lo tanto, A, B, C, Dy E 
seran puntos conciclicos, por ello se traza la 
circunferencia 7. 

BE: diámetro (BE=2r) 
Se trazan OC y OD, luego notamos que el 
triángulo OCD es equilátero. 

mCD =m«COD=60° 
Por propiedad: x= me 


“x= 30? 


PROBLEMA N.? 3 
En el gráfico mostrado, m«AQN= 140°. Indique x. 


A) 70° 
В) 35° 
С) 20° 
D) 40° 
E) 50° 


Resolucion 


Nos piden x. 


Dato: 
mxAQN= 1409 
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En el AABR, por teorema А, М, R y N forman 
una cuaterna armónica. 
BN: bisectriz exterior 
entonces 
BM: bisectriz interior 
Luego 
m<ABM=m<MBR=B 
I sera el incentro del AABR, entonces 
m«IRB=mxIRA=x 
Q: excentro del AABR, entonces 
mxARB=2(mxAQB) 


2x=2(40°) 
"no x=40° 
Clave | р 
PROBLEMA N.° 4 


Sean los cuadrados ABCD y DEFG (E en CD y 
С en la prolongación de AD). Si la recta AE 
interseca a BF en P, calcule m«FPG. 


A) 30° B) 45? C) 60? 
D) 53° E) 37? 
Resolución 
Nos piden mxFPG=x. 


B a С 


Teoremas de configuración 


Por dato: ABCD y DEFG son cuadrados. 
m«BDF-90? y DQ=QF, entonces 
BL=LF=LD 


Luego, A, L y C son colineales 


E. BCH ~ ЕЕН: 


De donde obtenemos 
сн _ CD 
HE ED 
Entonces, C, H, E y D forman una cuaterna 


armonica. 


| zi [Recuerda 


Tome en cuenta el siguiente teorema: 


Si A, B, C y D forman una cuaterna armónica, 


entonces, A, P y Q serán colineales. 


Luego, en el problema, C, P y G serán colineales. 
E: Ortocentro del AACG, entonces 

AP LCG 

m<«EPG=m<«EFG=90° 
Г\ЕРЕС: inscriptible 

x=45° 
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PROBLEMA N.° 5 


En un cuadrado ABCD, M es punto medio de 
AD. Si en CD se ubica el punto P, desde el cual 
se trazan las perpendiculares PQ y PH a BM 
y CM, respectivamente (Q en BM, Н en MC), 
sefiale m«QDH. 


A) 60° B) 309 (5237? 
D) 53? E) 749 
Resolución 


Nos piden mxQDH=x. 


Dato: AM=MD y ABCD es un cuadrado. 
AB=2(AM), entonces 


53? 


mxABM= 36^ 


De igual modo 


CNMHPD: inscriptible, entonces 
m«MHD-m««MPD-0 


1194 


Г\МОРР: inscriptible, luego 
m«MQD-m«MPD-0 
También M, Q, H, P y D son concíclicos. 
> m«PDH-m«QMH y como AB// CD 
m«BMC-m«ABM + m«MCD 
Reemplazamos 
m«BMC- e + ~~ =53=mxQMH 


Por lo tanto, en el gráfico 
A=999 


Clave | р 


PROBLEMA N.? 6 


La circunferencia exinscrita al triángulo ABC, 
relativa a AC, es tangente a AC en N y a las 
rectas AB y BC en M y Q, respectivamente. Si 
MC ^ AQ-S y la recta NS interseca а MQ еп 
P, calcule MP/PQ. Considere que AB=5; BC=8 
y AC=7. 


A) 1 B) 2 C) 3 
D) 4 E) 5 
Resolución 


Datos: 

AB=5; BC=8; AC=7 
М, N y Q son puntos de tangencia. 
Por teorema 

BM-BQ-p,Anpo entonces 


54847 | 


BM-BQ- — 


10 


Luego 
AM=5 y CQ=2 


Por teorema: A, N y $ son puntos colineales. 
De acuerdo al teorema de Ceva en el ABMQ 


(MP) (AB) (CQ) = (РО) (AM) (BC) 
2 (a)(5)(2)=()(5) (8) 
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PROBLEMA N.° 7 


En un triángulo ABC se trazan la ceviana inte- 
rior AN y la bisectriz CM. 


. АМ-ВМ AB 3 m«BAN 
Si =——=—, resuelva , 
BM:CN BC m«NAC 
A) 3 B 2 с) 37 
4 53 
D) 2 Е) 1 
Resolucion 
Nos piden 
m«BAN _ a 
m«NAC B 


Teoremas de configuració 


(AM) (BN) = AB 


Por dato: ‚ entonces 
(BM)(CN) BC 
ab т 
2-1 0) 
mn s 


Segün el teorema de Ceva, en el AABC se 
tendrá: (AM) (BN) (LC) — (MB) (CN) (AL) 
abc=mnl 
De donde 
ab ( 


me n 


De (1) y (1) 
t r 
c s 
Entonces, BL será una bisectriz interior en el 
AABC y mxABQ=m=xQBC=y 
О: incentro del AABC, entonces a=f3 


==] 
B 
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PROBLEMA N.° 8 . 


Еп un cuadrilatero inscriptible ABCD, donde 
BC=CD y las proyecciones ortogonales de C 
sobre AB y AD, respectivamente, son Py Н. Si 
PH ^ BD-M, halle BD/BM. 


А)1 B) 2 C)0,5 
D)3 E) J2 


1951 


Lumbreras Editores 


Resolucion Dato: 


BD 2x = 
Nos piden BM у BETER 


CP LAB y CH LAD 


Entonces P y H determinan una de las rectas 
de Simpson relativo al punto C en el AABD. 
Luego 

CM L BD 

m«CMD=90° y 

BC=CD 

— enel ABCD: BM=MD 

х=у 
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PROBLEMA N.? 9 


Sean D, E y F tres puntos cualesquiera en los lados BC, CA y AB del triángulo ABC. Las circunfe- 
rencias circunscritas a los triángulos AEF y BFD se intersecan en M (М+ Р). 

Si posteriormente en la región interior se ubica el punto P, tal que EP=PM y m«EDP-m«PDM, 
además m«ACB- 70°, calcule m«EPD. 


A) 70? B) 140? C) 110° D) 125? E) 145? 


Resolución 
Nos piden m«EPD =x. 
Del gráfico (en M) 
y+0+y=3600 (П) 
Del А АВС 
y+0=180°+70° (ID 
De (I) en (H) 
250°+y=360° => y=110° 
Por dato: 
EP=PM 
m«xPDM=m<xPDE 


(196 


Tearemas de gonfi 


Entonces, el CAEPMD será inscriptible o simétrico respecto a PD. 
Si fuese simétrico MD=ED, luego 
y < 90° 
Pero y=110°, entonces (AEPMD será inscriptible, luego 
mxEPD=mxEMD > x=y 
S eS LOS 
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PROBLEMA N.° 10 


Sea AFCE el cuadrilátero completo respecto del cuadrilátero convexo ABCD (Ben AF y Den 
AE). Si las circunferencias circunscritas de los triángulos AFD y AEB se intersectan en O (O # A), 
halle mxBOD. Asuma que m«BCD - mxBAD=60". 


A) 120? B) 60° C) 45? D) 90^ E) 75? 


Resolución 


Nos piden m«BOD —m «n. 


Dato: 
m«BCD-m«BAD- 60? 
entonces a-b=60° 


Por teorema del ángulo inscrito 


mAB 
ma AEB-m«AOB- LAT =m 
mAD 
mxAOD=m<AFB= PEDRO =п 


Del cuadrilatero АЕСЕ 
a=b+m+n 
=> m-+n=a-b 
m<«xBOD=a-b=60° 
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PROBLEMA N.° 11 


En un triángulo ABC (АВ > BC), se traza la bisectriz exterior BE. Sila prolongación de la bisectriz 
interior AM interseca a BE en Р, y además la recta EM interseca a AB ер О, señale mxPCQ. 


A) 60° В) 135° С) 45° D) 36° E) 90° 


Resolución 


Nos piden m«QCP-a4 p. 


E 


Por dato, AM y BE son una bisectriz interior y una bisectriz exterior en el А ABC. 
Por teorema, en el AABC: A, R, C y E forman una cuaterna armónica, entonces BR será bisectriz 
interior. 
Luego, I será el incentro del AABC y P será el excentro relativo a BC. 
> mxACQ=m«QCB=a y 
m«BCP-m«PCE-[ 


En C 
2020-180 ^ > о+В=90° 
m«QCP- 90? 
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PROBLEMA N.° 12 


En un triángulo ABC, el pie de la altura AH se proyecta sobre los lados AB, AC y sobre las altu- 
ras BE y CE en los puntos М, №, P y Q, respectivamente. Si m«MQH-- m«NPH = 130°, indique 
m«BAC. 


A) 50? B) 65° C) 40? D) 70° E) 60? 
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Resolución 
Nos piden maBAC=x. 


Dato: 
m«MQH+m«NPH = 130? 
> atb=130° 

Sea 
m«NHC=a 

C\NQHC: inscriptible, entonces 
maNQC=a 

De igual modo 
m«PMH=m<xPBH=a0. 

Entonces, M, Q y N son puntos colineales 

Sea 
m«MHB 0 

CAMBHP inscriptible, entonces 
m«MPB-0 

De igual modo 


m«QNH -m«QCH -0 


Entonces, M, P y N son puntos colineales. 


ieoremas de configuración 


Luego, М, Р, О y N serán colineales. 
m«MBH -m«QPH-a 
m«NCH=m<xPQH=b 

AABC 


x+a+b=180° 
. x=50° 
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PROBLEMA N.? 13 


Sean los triángulos isósceles AMC y ANB 
de bases AC y AB, respectivamente, tal que 
(Be AM y C € AN). Si O es circuncentro del 
triángulo ABC, halle maMON. Considere que 
m«BOC=140°. 


A) 70° B) 140° C) 80° 
D) 110° E) 100° 
Resolucion 


Nos piden maMON=x. 


O: circuncentro del AABC 
OA=0B=0C=r y 
m«BOC-2(m«BAC) 
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Dato 
m«aBOC- 140°, entonces 
m<xBAC=70° 


En el AANOM 
x=70°+a+B (1) 
En el AAMC 
AM=MC 
AO-OC 
=> mxOMA=mxOMC=a 
En el AABN 
BN=AN 
AO=OB 
AOBN = AOAN (L. L. L.) 
т‹«ОМВ=т«ОМА=В 
Еп el AAMC 
20+ 70°+70°= 180° 
— 0-20? (II) 
En el ABNA 
2p4- 709-709-1809 
> p-20? (Ш) 
De (1D у (UD en (1) 
х=70°+20°+20° 
s х=110° 
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PROBLEMA N.? 14 
En un triángulo ABC se trazan las cevianas 
AN y CM, tal que AN ^ CM=P. Si PMBN es 
Cats AM; GN, 
inscriptible, — = — 
MB NB 
mxQPC. Identifique а Q como punto medio 
de AC. 


[200 


y т«АСВ=42°, calcule 


A) 48° B) 84° 

C) 42° 

D) 21° E) 63° 
Resolucion 


Nos piden maQPC=x. 


Por dato: 


AM _ NC 
МВ BN 


Luego, por el reciproco del corolario del гео- 


rema de Tales: MN//AC, entonces 
m«MNB - m«ACB = 42? 
AQ-QC y MN//AC 
Por lo tanto, B, P y Q serán puntos colineales. 
Según dato, el AMBNP es inscriptible, entonces 


m«MPB- m«MNB 


. х=42° 
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PROBLEMA N.? 15 


En un triángulo ABC, de excentro E relativo 
al lado BC, se ubica el punto D en la prolon- 
gación de AC; tal que AC=CD y AB=2(BC). Si 
m<xBAC=40°, señale macCED. 


A) 100° B) 120° С) 110° 
D) 140° E) 150° 
Resolucion 


Nos piden m«CED- a. 


Datos: 
AC=CD y AB=2(BC) 


AB AD 

BC CD 
Luego, BD será bisectriz exterior del A ABC. 
E: excentro del AABC, entonces В, E у D serán 
puntos colineales. 


BAC ` 
m«BEC-90* - meee 
т«ВАС=40° 
> msBEC=70" 
a+70°=180° 


a=110° 


Clave | € 


Teoremas de configuración 


PROBLEMA N.? 16 


En un triángulo ABC se trazan las alturas AM, 
BN y CQ. Si en la prolongación de AC se ubica 


CE р 
el punto E, tal que NC = 2 = сы ademas, 


mxBAC=54", calcule m<CME. 


A) 36° B) 72° 
C) 27° 
D) 81° E) 54 
Resolución 
Nos piden т«СМЕ=х. 


B 


E 
| 2m- = m. —1— — 3m ———4 
Datos: 

AN E 
NC= 3 = E y m«aBAC-54? 
Sea NC=m, entonces AN=2m y CE=3m 
Notamos 
AN _ AE 
NC CE 


Entonces, A, N, C y E forman una cuaterna ar 
monica. 
Luego, Q, M y E serán puntos colineales 
CAQMC: inscriptible 

> mMICME=MXQAC 
7 х=54° 


Clave | E 
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PROBLEMA N.? 17 Dato: 
Sean los triángulos ABC y MNQ, donde Ne AB AC // NQ 
yCe MQ, S NQ//AC y MN//BC. Entonces 
Halle mxBQN+m=«xAMN. Además, se sabe GC GÀ. a 
que mxACB=40°. cQ САМ b 
A) 509 GC=uh 
B) 40° > (atb+c)r=ah 
jo 
C) 80 Dividiendo entre (a+b) 
D) 1109 
E) 70° (a+b+c)r _ ah 
a+b a+b 
Resolución 
р a+b+c __а 
Nos piden a+. (a+b)h (a+b)r 
GB GA 
GQ GM 
Luego 
AM // BQ 
m«MNQ-ao- В 
~ a+f}=40° 
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PROBLEMA N.? 18 


Dato 
NM // BC Dado un triángulo ABC, de circuncentro O; 
en AC se ubica el punto M. Si las mediatri- 
OM UE ces de AM y MC intersecan a AB y BC en P 
Me INE y Q, respectivamente, y m«OPB- 70^, calcule 
Sean m«OQB. 
GA=a, 
AN=b у A) 70° 
NB=c B) 140° 
Luego G) 50? 
GM _a+b D) 125° 
MC c E) 110° 


lenremas de configuración 


Resolución 
O: circuncentro del AABC 
> mx0AB=mx0BA=a 


mxAON=mxABC 


B=0+Y 
%, y Ӯ, : mediatrices de AM y MC 

> mxPMS=mxPAS=0 

m«PMQ- m«PBQ-0 
C\SPGM: inscriptible, entonces 


m«SGM-mazSPM-Yy 


Los cuadriláteros GBQO y PBOG son inscriptibles. 
Entonces, Р, B, О, О y С serán puntos conciclicos. 
Luego 

х+70°= 180° 
"^ x=110° 
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PROBLEMA N.° 19 
En el gráfico, si AN-NB, BM=MC, т«РАВ=т«МАС y mxPCA=m-«NCB,; calcule x. 
B 
A) 60° 
B) 90° 
C) 45° 
D) 75° 
E) 115° 
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Nos piden x. 
Dato: maPAB=m=xMAC 
Entonces AP y AG son rayos 
isogonales del ángulo BAC. 
Por dato: 

m«PCA =m<NCB 
Entonces CP y СС son rayos 


isogonales del ángulo ACB. 


Luego, los puntos P y Q son 
conjugados isogonales en 
el AABC. 

> mxPBA=mxGBC=y. como AN=NB y BM=MC, 
entonces С es baricentro del AABC, luego AR=RC=BR=( 
En el AHBC: 

x=m«HBC+mxHCB => x=(90°-y)+y 
s x=900 


Clave | B 


PROBLEMA N.° 20 


Si АВ=ВС y T es punto de tangencia, calcule a+0. 


A) 70° 
B) 909 
C) 80° 
D) 55? 
E) 110° 


1204 


Resolución 


Nos piden a- o. 


T: punto de tangencia 

En el E ATQ 
AM=MQ=TM=m 

En el E ВТР 
GT=BG=PG=a 


PROBLEMA N.? 21 


Teoremas de configuración 


Notamos: 
FO EOM. v руд, 
GB MA 


entonces Q, P y C serán colineales 


Por dato: 
AB=BC 


> mxACP=mxPAC= Е 


Dado que 
AP=PC y m«APQ-a 
mTB —2(m«TAB) э mTB =a: 


m«xBGC=m7TB > m«BGC-a 


Del EXGBC: 
m«BGC-4m«BCG —909 
^o A+Qp=900 


Clave | B 


En el gráfico mostrado, AB = гу y PH=h. Calcule AH+BH (А у В son puntos de tangencia). 


P 


A) h42 


E) h 
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Resolución 


Nos piden AH+BH=a-+b. 
Datos: 
PH=h y AB=rv3 
OB=r y AO=r 
Entonces 
m«AOB- 120? 
A y B son puntos de tangencia 


En el ABPA es equilátero 
m<xOBP=m<xOHP=m<xOAP=90° 


Entonces P A, Н, О у В seran conciclicos 


mxABH=mxHPA =6 
Se prolonga BH hasta S, de manera que m«ASH — 60? 
El AAHS es equilátero, entonces 

HS=AH=b 
ASBA = AHPA (A.L.A.) 

> BS=PH 


~ atb-h 
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PROBLEMA N.? 22 


Dado un rectángulo ABCD, en la región exterior y relativo al lado BC se ubica el punto P, tal que 
al trazar AM y DN, perpendiculares a PC y PB (Me PC; Ne PB), estos se intersecan en Q. Calcule 
la medida del ángulo determinado por PQ y AD. 


A) 60° В) 120° С) 90° 
D) 100° E) 80° 


1206 


es 
Resolución 


Nos piden x. 


En el gráfico, los cuadriláteros ABND y AMCD 

son inscriptibles. 

Entonces A, B, N, M, C y D serán puntos concí- 

clicos, luego mxADN=m=xAMN=0 

£\QNPM es inscriptible, entonces 
mxQPN=mxQMN=0 

Del AQNP y AQHD 


x+0=90°+0 
x=90° 
Clave | c 
PROBLEMA N.° 23 


En un triángulo ABC se ubican los puntos Q, M 

y N en AC y en las prolongaciones de AB y CB, 

respectivamente. Si las prolongaciones de AN 
Ам BN со у 


BM CN AQ ' 
calcule m«QBC. Se sabe que m«PBN-38?. 


y CM se intersecan en P y 


C) 19? 
E) 45° 


A) 38? 
D) 16° 


B) 52? 


Teoremas de eonfiguració 


Resolución 
Nos piden m«QBC =x. 


A Q C 
E Recuerda 
Tome en cuenta el siguiente teorema: 
| Р 


А 


A partir de los teoremas de Menelao у Сема se 
puede demostrar que: 


ME 


En el problema, por dato: 

AM Y BN үос \_, 

BM ACN A AQ 
Luego, las cevianas AM, CN y PQ deberán ser 
concurrentes, entonces P, B y Q serán puntos 
colineales. 
Por dato: т«РВМ=38° 
Los ángulos PBN y QBC seran opuestos por el 
vértice. 


. x-38? 
Clave] A 
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Capitulo 


eee 12 


Transformaciones | 
geométricas 


El reflejo de imágenes en un espejo de agua obedece a 
una simetría de puntos que permite que un objeto se re- 
fleje en la superficie. 


va 


En este capitulo encontraremos soluciones empleando los 
teoremas y propiedades de traslación, simetría, homote- 
cia, rotación o del producto de ellos. 


En álgebra es común hacer un cambio de variables para 
simplificar operaciones, asimismo en geometría, para no 
caer en ecuaciones extensas O cálculos complejos de re- 
laciones de medidas. En este capítulo trasladaremos una 
figura para facilitar su estudio v luego la regresaremos a 
su posición inicial para continuar nuestro analisis con el 
conocimiento de cierto elemento que esta transtormación 
nos proporcionó. 


PROBLEMA N.° 1 


En un cuadrado ABCD se ubica el punto M en 
AB, tal que AM = 2 (MB). Si en MC se ubica el 
punto P y las rectas AP y DP intersecan a BC en 


О y N, respectivamente, indique et 


A)1 В) 2 C) 3 
D) 0,5 E) 0,25 
Resolución 
N 
Nos piden De. =—. 
ОС у 
к——3а—— 
EX4-— YA 
BN € 
y E NO 
a q 
ЕТ 
GU КАГА ЫБ eA D 
—— ба i—— 3a ——4 
Dato: 
AM=2(MB) 


ABCD: cuadrado > BC=AB=3a 
Se prolonga CM y DA hasta С 
EX MBC ~EX MAG 
BC BM а Saree 
phu == > = 
GA MA 2a 


Luego 
СА =ба 


Notamos NC//GD donde Р es el centro de 
homotecia, inversa de NC y GD. 


NQ _ QC 
AD GA 
cr ae 2x= y 
3a 6a 
Xll 
y 2 
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PROBLEMA N.? 2 


En un triángulo rectángulo ABC, recio en В, 
exteriormente se traza el triángulo equilátero 
BCD. Halle la distancia entre los puntos 
medios de BD y AC, si AD=a. 


А) © B) — 
3 
а 
С) а 
2а а 
D) = E) 5 УЗ 


ail 
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Resolución 


Nos piden x, que es la distancia entre los 
puntos medios de BD y AC. 


АВС: AM=MC=m 
Luego, por teorema de la mediana relativa a la 
hipotenusa 


AC_2m 


BM = 
2 


BM=m 


[AMBDC: simétrico respecto de MD 
ABDC: equilátero 
Se ubica Q en DC, de manera que DQ=QC=b 


ДАРС: мо=22 2 MQ =5 


* AMBP у AMCQ son simétricos respecto 
de MD. 


AMBP = AMCQ 


=> MP-MQ 
a 

х= = 
2 
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PROBLEMA N.° 3 


Sea ABCD un cuadrilátero en el que 


EF = tez, donde E y F son los puntos me- 


dios de AD y BC, respectivamente. ¿Qué tipo 


de cuadrilátero es ABCD? 


A) trapezoide simétrico 

B) trapecio 

C) paralelogramo 

D) cuadrilátero inscriptible 
E) rectángulo 


Resolución 


Nos piden determinar qué tipo de cuadrilátero 
es ABCD. 


Por dato: 
AE=ED y BF=FC 
Sean 
AB=a y CD=b 
Dato: 
er = А8300 graft 


Se prolonga CE hasta R de manera que ER=EC 
MAER = ADEC(L.A.L.) 
— AR=CD=b y AR//CD 


Del teorema de los puntos medios en el 
ARBC 

RB=2(EF) — RB=a+b 
Luego 

RB=BA+RA 
Entonces, B, A y R serán puntos colineales. 
Por lo tanto, el ABCD será un trapecio. 


- Clave | B 


PROBLEMA N.? 4 


Los puntos A y B están a un mismo lado de 
una recta y distan 1,25 m y 1,95 m, respecti- 
vamente, de ella. Si la distancia entre A y B es 
2,5 m, calcule la longitud del menor recorrido 
para ir de A hasta B tocando a dicha recta. 


А) 24m B) 3,2 т C) 4m 
D) 42m E) 4,8 m 
Resolución 


Nos piden d, que es la longitud del menor re- 
corrido para ir de A a B pasando por un punto 
de 7. 


wansfarmarinnes geométricas 


Datos: 

AM= 1,25; BQ=1,95 y AB=2,5 
Notamos 

d=AP+PB; Pe 7. 
Sea A' el simétrico de A respecto a 2. 


Para que (AP+PB) sea mínimo B, P y A debe- 
rán ser colineales, entonces 


d=A'B 
Se prolonga MA hasta H de manera que 
mxAHB=900 E 
MH=QB=1,95 
> AH=0,7 
E AHB: notable de 74° y 16° 
Luego 
HB=2,4 
BX A'HB: d?= (2,4)? + (3,2)? 
- d=4m 
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PROBLEMA N.° 5 


Segün el gráfico mostrado, ubique el segmen- 
to PQ en Ӯ, tal que el recorrido APQC sea 
mínimo. Calcule en esa posición AP + QC. 


С 
А :12 Р Q 
Ho od I—2— 
4 ' 
NEM hs 
H— 14 ——4 
A) 15 B) 18 C) 20 
D) 22 E) 24 
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Resolución 
Nos piden AP+QC. 


O 


I—2-4 


12 


eu m. ud Ed Emme mE M 


I-ü—3—2—- 30 1 
I 14 1 


Sea А' el simétrico de A respecto de 7. 

Por condición del problema, debemos ubicar 
PQ en ¥, tal que el recorrido APQC sea 
mínimo, lo cual sucede cuando PA'//QC, 
entonces 


m«A'PH—-m«CQS-0 


E. AHP ~EXCSQ 

HP AP AH 1 

QS QC CS 3 
SiHP=l => QS=3( 
SiAP=m ә QC=3m 
Dato: 

HS=14 


э 4{+2=14 => (=3 
DAHP: АН=4 y HP=3 
Luego 

AP=5 y QC=15 

AP+QC=20 


Clave | с 
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PROBLEMA М.° 6 

En el grafico mostrado, 

AM x = a y MN= 2443. Si se ubica en Y 
un punto P, tal que m«NPB — 2(m«MPA), 
señale m«APB. 


M N 
A) 459 B) 60? C) 909 
D) 1209 E) 135° 
Resolución 
Nos piden m «APB. 
B 
3a 
TÍ 
a 
2 | 309704600 £ 
M P 
t— а/3——— a 3 —4 
Datos: 


BN 
MS ay MN = 2aJ3 


Por condición del problema, debemos ubicar Р 
en F, de modo que 
m«NPB —2(m«MPA) 


Ubicando Р como el punto medio de MN, 


tendremos: 
MP=NP=av3 
MP-43(AM) > m«MPA = 30? 


BN = V3(NP) > m«NPB-60? 


Notamos 


m<aNPB=2 (m«MPA) 


mxAPB=90* 


Ubicamos P'en Y, tal que ma. NP'B-2(m«MP'A) | 
APAP": 0 < 30° (1) 
APBP" 60° < 20 — 0 > 30° (I) 
De (1) y (1) concluimos que P y P' deben coincidir. | 


Clave | с 


PROBLEMA N.? 7 


Sea Y una circunferencia circunscrita al trián- 
gulo equilátero ABC; trace una cuerda PQ en 
©, tal que PQ//AC, AB y BC 1risequen el seg- 
mento PQ. Si AC=6 cm, indique PQ. 


C) 8m 
E) 32 cm 


A) 4cm B) 6 cm 


D) 643 cm 


Transformaciones genmétricas 


Resolución 
Nos piden РО. 


Por dato, el AABC es equilátero y AC=6 cm. 


Además 
PQ//AC y PM=MH=HQ 
m«BMH -m« BAC = 60? 
AMBH: equilátero, entonces 
MB=BH=MH=a 
Notamos 
BH=HQ=a, entonces 
mxBQH=mxHBQ=0 
mxQPC=mxQBC=0 
Luego 
PH=HC=2a 
BC=AC=PQ 
* PQ=6 cm 


Clave | в 
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PROBLEMA N.° 8 De igual modo 


Si construimos cuadrados externamente sobre ANCP=rot. AQDP(P; 90°), entonces 


los lados de un paralelogramo, entonces sus NP=QP y m«QPN-90? 
centros son vértices de un QM=NP, QM//NP y maMQP=90° 
Por lo tanto, el CJQMNP será un cuadrado. 
A) trapecio. 
B) paralelogramo. Clave LE 


С) rectángulo. 
D) trapezoide simétrico. 


o 
E) cuadrado. PROBLEMA N.? 9 


Dado un triángulo acutángulo ABC cuyos la- 
Resolución dos reflcjan la luz, indique dónde debería es- 
tar situada exactamente sobre el lado AB una 
fuente luminosa, de forma que el rayo emiti- 
do después de reflejarse sucesivamente en los 
otros dos lados retornará a la fuente. 


A) En el punto medio de AB. 

B) En el pie de la bisectriz interior trazada 
desde C. 

C) En el pie de la altura trazada desde C. 

D) En el punto de tangencia de la circunfe- 
rencia inscrita con AB. 

E) En el punto de tangencia de la circun- 
ferencia exinscrita relativa a AB con di- 
cho lado. 


Resolución 


Sean M, N P y Q los centros de los cuadrados 
construidos externamente sobre los lados del 
paralelogramo ABCD. 
AM=DP=a; AQ=QD=b 
mxMAQ=m<xQDP=90°+ 
Luego 
AQDP=rot. AQAM(Q; 90°), entonces 
QP=QM y m<xMQP=90° 


{216 


Sea Р el punto de AB donde debe ubicarse la 
fuente de luz, para que el rayo emitido al refle- 
jarse en los otros dos lados retorne a P. 
Cuando un rayo luminoso se refleja sobre una 
superficie, los ángulos de incidencia y reflexión 
tienen igual medida. 


Luego 
m<xAPQ=m<BPM=a 
m<xAQP=m<CQM=y 
m<xPMB=m<xQMC=B 

C: excentro del AQPM 
> mxQPC=mxMPC=0 

EnP 
2o. 20—180? 


> (40-90? 


Así tendremos 
CP 1 AB 


Por lo tanto, P deberá ubicarse en cl pie dc la 
altura trazada desde C. 


Clave | с 


PROBLEMA N.° 10 


¿Cuál es el lugar geométrico de los puntos me- 
dios de un segmento, tal que uno de los extre- 
mos permanece fijo mientras el otro recorre 
una circunferencia dada? 


A) Un segmento 

B) Un punto 

C) Una elipse 

D) Una circunferencia 
E) Un círculo 


iranstrirmacinnes geométricas 


Nos piden el lugar geométrico de los puntos 


medios de AB,. 


M; punto medio de AB,; V 


eN 


A: punto fijo, B; e € 


Notamos 
Ам; = de V; € IN 
AB 2 


> M;=hom. Т у 


Luego 
C'= home 4:5} 
2 


C y © son figuras homotécicas, por lo tanto 
serán semejantes. 


Por dato @: circunferencia 


Por lo tanto, el lugar geométrico @ de М; será 
una circunferencia. 


Clave | р 
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PROBLEMA М.° 11 


En el gráfico mostrado, m«ABC = 80°. Calcule m«ADC, si ОВ // OM. 


A) 80° B) 100° C) 90° D) 130° E) 140° 


Nos piden mxADC=x. 


D' 


Dato: 
0,B//0,M 
AO¡BP=hom. AO,MP(P: ғ) 


Берд у ОЕ ЕВ: 
РОЗ POs. (PM 


Las cuerdas AB y A'M serán homotécicas respecto a P, entonces A'M//AB 
mxA'MP=mxABP=80" 
CACDA'M: inscrito en €, entonces Ө=80°; pero en D x+6=180° 


"^ x=100° 
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Transtormaciunes geométrica 


PROBLEMA N.? 12 


En el gráfico se muestran los cuadrados ABCD y CEFC. Si mxECD=40°, calcule la medida del 
ángulo que determinan EG y BD. 


A) 40° 
B) 509 
C) 60° 
D) 45° G 
E) 65? 


w 
С) 


Ez 
Resolución 


B C Nos piden m« (EG; BD) =8 


ABCD y CEFG son cuadrados, entonces 
maDBC=mxGEC=45" 


2G Dato: 
m«xECD=40%, entonces 
m«ECB =50% 


Del CABCET: 4594 50°%=х+45° 


А `D А x=50° 


Clave | в 
PROBLEMA N.° 13 
Sea ABC un triángulo acutángulo у D un punto en su interior, tal que (AC) (BD) - (AD) (BC) y 
m<xADB=90°+m<ACB, determine ABC 
і (AC)(BD) 
A) 1 B) 2 C) 4 
D) 42 E) 242 
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Resolucion 
(AB)(CD) 


Neen ARED 
98 pice ACBD) 


AF 


Dato: (AC) (BD) = (AD) (BC) 


Sea: AD=a y BD=b 
=> АС=ак у 
BC=bK 


Por dato: mx ADB=90°+m<xACB 


Se ubica R, exterior y relativo a BC, tal que 
CR-BC y mxBCR=90% 


ВСК: ВЕ=(ВС)/2 > BR=(bK)V2 


AR AC 
-AADB: — = = К 
AACR ie ap 


PROBLEMA N.° 14 


AADC ~ AABR: 


AB | BR 

AD DC 
., (BCD) _ 

(AD(BR) — 


Reemplazamos 


(ABCD) | 
(46 eva aoo 


(AB(CD) _ 
(AC(BD) | 


Clave | D 


Sea el triángulo ABC, exteriormente a los lados AB y AC se construyen los triángulos APB y 
AQC, tales que mx ABP-m«ACQ-—45? y maBAP- m«CAQ- 30°. Si exteriormente al lado BC se 
construye el triángulo RBC, tal que m«BCR =т«СВК= 15°, calcule la m«PRQ. 


A) 80° C) 75° 


1220 


B) 60° 


D) 90° E) 120° 


1гвп$йгл1Цабїпїёз geométricas 


Resolucion 


Nos piden mxPRQ=x. 


Se ubican O, G y R, tal que los triángulos AGB, BOC y AEC sean isósceles. 
Luego, por el teorema de Napoleón: т«ЕОС=60° 
ABOC: а+}= 60? @) 
AGBO ~ APBR: mxPRB-m«GOB-—Q 
AOEC ~ ARQC: m«E0C-m«QRC-f 
ABRC: 
x+a+p=1500 (II) 
De (I) y (Ш 
х=90° 
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PROBLEMA N.? 15 


Dado un triángulo ABC, de baricentro G, 
en BC y AC se ubican los puntos Му М, 
respectivamente, tal que 

СМ//АС y NIN//AB 

Si el perímetro de la región triangular GMN 
es 4 cm, señale el perímetro de la región 
triangular ABC. 


A) 8cm 
В) 10cm 
C) 12 cm 
D) l6 cm 
E) 18 cm 


Resolución 
Nos piden 


2p AaBC- 


B 
0 
^ 2m 
20 
Gr 2a 
i W 
a <7 E 
М 


А Q C 
E— —— 3a — ——-— а + 2a- 3 


G: baricentro del AABC 
BG-2(GQ) y 
' AQ-QC @ 
Dato: \ 
СМ // QC, entonces 
ВМ=2(МС) 


| 222 


También 
MN//AB, entonces 
AN=2(NC) (ID 


De (I) y (I) 


NC AQ 
IN =— = —= 
Q 2 3 
Notamos 
QN QC | — GN//BC 
NC GB 2 
AGMN - ACAB 
2 p acun _ CM —+ 24 = l 
2Pa ABC AC 6d 3 
Dato: 


2pacux 74 cm, entonces 


4 cm 1 
2рдлвс З 


. 2Pargc=12 cm 
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PROBLEMA N.° 16 


Scan M, N y Q puntos medios de AB, BC y CD, 
respectivamente. Si ABCD es un cuadrilátero 
de diagonales perpendiculares y congruentes, 
indique m«MQN. 


A) 45? 
B) 60? 
C) 30? 
D) 90? 
E) 135? 


Resolución 


Nos piden maMQN=x. 


Por dato, las diagonales AC y BC son congruen- 
tes y perpendiculares, entonces 


AC=BD=2( y AC 1 BD 
MN: base media del AABC 
NQ: base media del ABCD 


> mn E 4 y 


MN//AC y NQ//BD, entonces 


m«MNQ - 909 
EX MNQ: 2x=90" 
"n x=45° 
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PROBLEMA N.° 17 


Se sabe que ABC es un triángulo de incentro 1, 
AB=6, BC=8 y AC=7. Calcule CM-AM, si M 
es el homotético de 1, con centro en В y razón 
3/2. M=hom. I (В; 1,5). 


A) 0,3 
D) 2 


B) 0,5 C) 0,8 


E) | 


Transformaciones geométricas 


Resolución 
Nos piden CM -AM. 


Dato: 
Les el incentro del AABC 
M=hom. 1 (B; 1,5) 


Entonces 
BM 215 o вр=2(1М) (1) 
BI 
Por teorema del incentro 
ВІ A 6+8 =2 
O7 
BI=2(1Q) (1) 


De (I) y (1): M y О coinciden 
CM-.AM=CQ-AQ=4K-3K 


CM-AM=K 
AC=7K=7 > К=1 
. CM-AM=1 
| 4 Nota $ 
a b 
t— ak —1— bk A 


Clave | E 
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PROBLEMA М.° 18 


En un triángulo rectángulo ABC, recto en B, se traza la altura BH. Si I, e I, son los incentros de 
ABH у HBC; M y М son los puntos medios de AB y 11), respectivamente, calcule ma&MHN. 


A) 45° В) 53° C) 37° D) 60° E) 90° 


Resolución 


Nos piden m«MHN-a. 


MAHB ~ ВНС 
IH AH 
LH. AH." 2 O 
DH BH i 


Luego, podemos decir que el EL AHB se podrá transformar en el EI, HL», aplicando una rotación 
alrededor de H con un ángulo de rotación de 45? y luego una homotecia respecto a H, con una 
razón igual a K. 


Dato: 
AM=MB y I,N-IN 
M y N serán puntos homotécicos a partir del producto de dichas transformaciones. 


Entonces 
m<MHN=m<rotación 
~ maMHN=45° 


Clave | А 
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PROBLEMA N.° 19 


Dado un triángulo equilatero ABC, de centro O, 
en AB y BC se ubican los puntos M у №, respec- 
tivamente. Si AM=BN, señale la m&MON. 


A) 90° В) 60° 

С) 120° 

О) 135° Е) 108° 
Resolucion 


Nos piden m«MON. 


Por dato: O es el centro del triángulo equilátero 
ABC. 
Entonces 
OA=0B=m y mxAOB= 1209 
Además 
maxOAM=mxOBN=30° 
Notamos 
AOBN=rot. AOAM(O; о) 
=> maxMON=m<AOB 
a=120° 


Clave | с 


Jrenstormaciones geométricas 


PROBLEMA N.” 20 


En un triángulo ABC (escaleno), de circunradio 
R, las alturas AM y BN se intersecan en P. Si L 
es punto medio de CP, señale el circunradio 
del triángulo MNL. 


g © SES > 
N 
e|5 alo ul *" 


m 
— 
SES) 


Resolución 


Nos piden r, circunradio del AMNL. 


No es necesario recurrir a la circunferencia de 
los nueve puntos para resolver al problema, 
veamos: 


P: ortocentro del AABC 
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Entonces 
GN=NP y PM=MR 
NL//GC, LM//CR y NM//GR 


ARGC ~ AMNL 
т-м 
R CR 
ELO 
R 2m 
r_i 
R 2 

R 
т=— 
2 
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PROBLEMA N.° 21 


Un segmento AB se encuentra en una de las 
regiones determinadas por las rectas secantes 
лу L (A у B no pertenecen a ninguna de las 
rectas). 

En 7, y #2 se ubican los puntos M у N res- 
pectivamente, tal que MN se encuentra en la 
misma región del AB. Cuando AM+MN+NB 
es mínimo, AM y BN son perpendiculares, cal- 
cule la medida del ángulo que determinan 7i 
y G2 (AM n BN=9). 


A) 90° 
B) 100° 
C) 120° 
D) 135° 
E) 145° 


1775 


Resolución 


Nos piden x. 


Por condición del problema, AM+MN+NB 


debe ser mínimo. 


Para determinar los puntos M y N en Ay Pa 


se deberá trazar A'B', donde 
A': simétrico de A respecto a Fi 
B': simétrico de B respecto a 7» 
Dato: 

AM 1 BN 

=> m<«AGB=90° 


En el А МСМ 


x 2 900 4 МСМ 


Clave | р 


Transformaciones geamétricas 


PROBLEMA N.? 22 Dato: 
En un cuadrilátero ABCD circunscrito a una m<xABC=53° 
circunferencia, la medida de los angulos inte- m«ADC- 909 


riores en B y D son, respectivamente, 53? y 90°. 
Si AB-AD=3 cm, calcule el radio de la circun- 
ferencia inscrita en ABCD. 


AB-AD=3 cm (р) 


Sean Р, О, L y T puntos de tangencia, entonces 


A) 3cm B) 4cm C) 5cm m«PBO-m«OBQ 
D) 342 cm E) 442 cm 
m«PBO- тыз 
Resolución 2 
Nos piden r. PB=2(OP) =2r; 
TD=OL=r 
Ademas 
AP=AT . 
AP=( 


Reemplazamos en (1) 


((- 27)-(U-- 7r) 23 cm 
* r=3cm 


Clave | А 
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Capitulo 


eee 14. 


Semejanza 
de figuras 


La icoría de semejanza no solo se asocia a los triángulos 


sino tambien a los polígonos en general, asi como a los 
sólidos. La teoría de semejanza es aplicada desde hace 
varios anos directamente en la geografía, con la triangula- 
ción de terrenos (relacionado al curso de agrimensura), y 
en la arquitectura, con el empleo de maquetas mediante 
el diseño a escala. Además, esta teoría se emplea en temas 
de seguridad con programas computarizados y en el arte. 


Los problemas resueltos en este capítulo hacen uso de los 
teoremas de la semejanza de triángulos y su generaliza- 
ción para polígonos, así como de casos particulares aso- 
ciados con la semejanza. 


a a; CN 


vo 


PROBLEMA N.? 1 


Según el gráfico, AM=a, BD=b y BC=d. Calcule 
AT, si T es punto de tangencia. 


A) ad/b B) bd/a C) (a+d)/b 
D) (a+b)/d E) ab/d 
Resolución 


Nos piden АТ=х. 


Capítulo 14 nem. 


Semejanza de figuras. 


Por teorema del ángulo exinscrito 


a TE g 
2 
m «DCB = тр =0 
2 
Datos: AM=a; BD=b y BC=d 
ADCB = ATMA: 
xia 
b d 
¿o 
d 
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PROBLEMA N.° 2 


Según el grafico, si Т y N son puntos de tan- 
gencia y (AB) (TC) =K(AC), calcule la distancia 
deNaBC. 


B 


LM 


A N C 
A) K/2 B) K/3 C) 2K/3 
D)K E) 2K ^ 
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Resolución Resolución 


Nos piden NR=x. Nos piden HC=x. 


Dato: 
(AB) (TC) =К (AC) 
> ay=Kb (D 
Dato: 
BS ABC ~ BX NRC: ir UNES 
db BC 12 
> —=— 
х у Luego 
ay=xb (1) AB=5l => BC=121 
De (Т) y (II) En ela ABC 
Kb-xb (АС)2= (50? (120? 
. ASK > AC=13( 
“Clave |B. Por teorema del incentro en el EX ABC 
CI BC+AC 25. 5 
IN AB 50 
PROBLEMA N.° 3 > CI=5(IN) 
En un triángulo rectángulo ABC, recto en В, Dato: 
se traza la bisectriz interior CN; luego, se traza TI//HC y TI=6 
NH 1 AC. Si en NH se ubica el punto T, tal ATNI — AHNC 
que TI//HC (I es incentro del triángulo ABC); 6 h 
BB ат ЧЫ (aero x 6h 
ВС 12 
Ао x=36 
A) 30 B) 34 C) 36 
D) 42 E) 46 Clave €. 
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PROBLEMA N.° 4 


En unacircunferencia se ubican los puntosA, В, 
C y E, tal que AC sea diámetro, mAB=mBCE, 
ВС A AE ={D} y CD=3 (BC). Señale m«ADB. 


A) 37° В) 37°/2 C) 22°30 
D) 30° E) 53°/2 
Resolucion 


Nos piden mxADB=x 


Dato: 

m AB = mBCE 
Entonces 

AB=BE=( 

m«BAC-m«ADB — (AB)*=(BC)(BD) 
Reemplazamos 

(?=(a)(4a) > (=2a 


En el E. ABC 
BC 1 
AB 2 


semejanza de figuras 


PROBLEMA N.° 5 


En una circunferencia de centro O se ubican 
los puntos consecutivos B, C y D, con centro 
en C y radio CD se traza el arco de circunferen- 
cia €, de modo que BD ^ € -(P). Si BP=a y 
mxBCP=8, calcule OC. 


A) asenü B) sent C) atang 
а 

D) Picus E) acot8 
Resolución 


Nos piden OC=R. 


Datos: 

BP=a y m«BCP-0 

CP=CD=r => mxCPD3m«CDP=y 
En el AGBP 

BG=BP=a 


=] Nota 


Teorema: 
a=2Rsen0 
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Del AGBC 
a-2RsenO 


t R= esc 
2 


PROBLEMA М.° 6 


En el grafico, ES =0. Calcule YN. 
BC NQ 


A) t 
D) 2/3 


Resolución 


Nos piden MN. 
NQ 


B) (/2 


C) 20 
E) 30/2 


Dato: HS zt 
BC 
Н: ortocentro del AABC 


M: ortocentro del AHST 


HR B 
AABC ~ A Tus; FR. ВС 
MN HS 
МО BC 1 
Pero HR=N === 
d О 2 MN HS | 
MN _ 
ES 


Clave | А 


PROBLEMA N.° 7 


En un triángulo ABC se traza el triángulo rec- 
tángulo BCD recto en C, donde 8(AB) -3(BD). 
Si E es el punto de intersección de AC y BD, 


además 25 = =, calcule el mayor valor de 
m«CDB. 


A) 75° B) 60? C) 45? 
D) 15° E) 37? 
Resolución 


Nos piden Xmáximo- 


Semejanza de figuras 


Dato: PROBLEMA N.? 8 


AE EC Enel gráfico, C y T son puntos de tangencia. Si 


8(AB) -3(BD); == BÉ 
(AB) -3(8D); === BC//AD, CT=TL y AL=n, señale LB. 


BARE ~ EX CGE: 


АЗИ D cub 
GC 2K 2 
Luego 


36«3a > Кел 
а 


CG 2¢ 1(( СС 1 
кыы =<. 0 
BD 8a 4\a BD 4 


Para ello hemos asumido 


Ө < 90° А) nv3 В) n/2 С) 2n. 
Рего 51 р) nJ42 E) i 
0=90° => s. 1 Resolucion 
a 
Luego Nos piden LB=x. 


En general, de (I) у (ЇЇ) 


CG 1 


SD < a > х<]5° 
Dato 
5 Xmaximo= 15° BC//AD 
Entonces 


Clave] D m AB=mCD=8 
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С y T: puntos de tangencia 
Luego, por teorema 
тА = тір = 20 
mLB=mLC, entonces 
LC=LB=x 
Dato: 
LT=TC 
Por teorema en el ALAC 
(LA)’= (LT) (LO) 
Reemplazando 


n=(2)o0 


. x=nV2 


Clave | р 


PROBLEMA N.° 9 


En un cuadrado ABCD se ubica el punto Р 
exterior relativo a BC, de tal manera que 
m«BPC=90". Si luego se ubica un punto M 
en AD, de manera que PM interseca a BC en S, 
BS=MD=3 cm y АВ=2(РС), calcule PS. 


A) 3 cm 
B) 2cm 
C) 6cm 
D) 342 cm 
E) D2 em 


1736 


Resolución 
Nos piden PS=x. 


3 cm 1 


Por dato: BS=MD=3 cm 

ABSO = ADMO (A.L.A.) 

BO-OD — О: centro del cuadrado ABCD. 

£\BPCO: inscriptible, entonces 
m<xBPO=m<«xBCO=45° 

Se traza SH 1 BP 

ES PHS: notable de 45° 
HS=a => x=aV2 

Aœ BHS: notable de 30? y 60° 


BS=3cm —> a= Sem 


342 
x =—— cm 
2 


Clave | Е 


Semejanza de hguras 


PROBLEMA N.° 10 PROBLEMA М.° 11 


En un triángulo ABC se trazan la altura BH En el gráfico, m BC =mCE y MDLA=140°. 
y la ceviana interior AM, las cuales se inter- Indique m CD. 

secan en P. Si m«BAP=mxMCP, BP=BM, 
2(4B)=3(PC) y AP = 945, calcule PH. 


A) 3 B) 6 С) 9 
D) 345 E) 645 
Resolución 


Nos piden PH =x. 


A) 80° B) 70° С) 40° 
р) 30° Е) 20° 
Resolucion 


Nos piden mCD = 20. 


BP-BM — mxBPM=maBMP=y 
Por dato: mxBAP=m<«MCP 
Luego, AAPB ~ ACMP 


MP PC 
BP АВ 
PC 2 
Dato: AB 3 
SiPM-2m => BP=3m m DLA = 140° 
EXBGP ~ E. PHA 1 RN 
6 Е Por teorema del ángulo exinscrito 

9/5 3m mDLA 

Е m<xDLP = > mxDLP=70 
Clave | D mBC=mCE > mBC+mEL=mCE+mEL 
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De ese modo: 20-20 — w= 

¿ALRDP será inscriptible. 
m«ALR=m=XCDR=90%, entonces Ө+70°=90° 
m<«xALC+m<xRDC=180°, entonces 0— 209 

`- mD = 40° 


Clave | C 


PROBLEMA N.? 12 


En el gráfico, m < DCB = mE, OL=3 y AB=5. Indique r. 
A) "E D C E 
3 Boc. 


Р 
Resolucion 


Nos piden r. 


1238 


Por teorema del angulo exinscrito 
m BE = 2(m «DCB) = 20 

Por teorema del angulo central 
m «EOB = m BE = 20 


ALEO ~ AOAB 


Clave] D 


PROBLEMA М.° 13 


Dado un triángulo isósceles ABC (АВ=ВС), 
en AB y BC, en la prolongación de AC y en 
la región exterior relativa a BC se ubican los 
puntos M, N, T y F, respectivamente, tal que 
MT ^ AF - (N). Si maFTC 4 mxBAC — 1809, 
BN-MB=9 y FT=4, indique NC. 


A) 2 B) 4 C) 3 
D) 5 E) 6 
Resolución 


Nos piden NC =x. 


Semejanza de figura: 


Datos: АВ=ВС y BN-MB=9 

Trazamos MR//AC, entonces 
MB=BR=m y NR=9 

CA\AMRC: trapecio isósceles 
AM=RC=9+x 


AMRN ~ ATCN: 2 = Я (I) 


m<xFTC+m<«xBAC=180° 
> y+0=1800 
Luego, AM//TF 


ДАММ ~ AFIN: LS =£ (1) 


De () y (1) 
94% 79 


4 x 
. x=3 
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PROBLEMA N.? 14 


En el grafico, DG//TC. Si B y T son puntos de 
tangencia, 2(DE)=3(FE), m TG = 2(maEDC) 
y AT=9, halle FC. 


A) 4 B) 5 
D) 7 
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Resolución 
Nos piden FC=x. 


A 
AE 


GD//TC > mGT=mDC=20 
Por teorema del ángulo interior 


m <BFG = TTE, entonces ф=ү+Ө 


m=AFB=mxATB, entonces el LAABFT será inscriptible. 
т«АЕТ=т«АВТ=ф 
L^ GTCD: trapecio isósceles, entonces maFDC=m<xFGT=B+0 


AAFT ~ ADFE: => 
a 


x=6 
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PROBLEMA N.? 15 
En un triángulo equilátero ABC se traza exteriormente la semicircunferencia de diámetro AB, don- 
de se ubican los puntos L y T, tal que m AL = mLT = mBT, AB ^ LC- (E), AB ^ TC- (F) y AB=6. 
Indique EF. 

A)I B) 1,5 C) 2 D) 3 E) 4 


1240 


Resolucién 


Nos piden EF=x. 


С А 


m AL = mLT = mTB = 60° 
AB=6 
=> BT=TL=3 
AB: diámetro, entonces 
m«AHB- 909 
A. ABC: equilátero, entonces 
HC=HB=3 
Por teorema de la bisectriz interior en el ACBT 
СЕ ОВ бе, 
ЕТ ВТ 3 
Si FT=h 
=> CF=2h 


mBT=mAL > AB//TL 


ACFE ~ ACIL 
228 
3 3h 

„ x=2 


Clave | с 


Semejanza de figuras 


PROBLEMA N.° 16 


En un hexagono ABCDEF se ubican los bari- 
centros Су, С), Сз, G4, Gs у Gg de los triángu- 
los BCD, CDE, DEF, EFA, FAB y ABC, respec- 
tivamente. 


Si GiG; A СС, = {P}, calcule Sc 


A) 2 B) 1 C) 3/2 
D) 2/3 E) 4/3 
Resolucion 
Nos piden Р =2 
G3P y 


D 


N 
orr 


AFMC ~ AG¿MG; 


GG. m FC 
eI rmm B. G: = — 
FC 3m 5% 3 (0 
AFNC ~ AG3NG, 
©зб› = 200 GG; = ЕС (П) 
ЕС Зр 3 
De (D y (1) 


GsGg y G3G, serán congruentes y paralelos. 


mxG¿GsP=m=<G3G,P=0 y G¿G¿=G3G,=b 
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De igual modo De acuerdo al teorema de Tales, se tendra: 
G¿G,=G,G, у G46s// GG, BQ//AD > "== (D 
APG,G; = APG,G, (A.L.A.), entonces LA i A 
G,P=PG,=1 AB/DM > => (Ш) 


A С;РС = AG2PG; (L. A.L.) 
G¿P=PG3 — х=у 


SEE] 
y 
Clave | B 
H 
PROBLEMA N.° 17 6—1 


$ r=, b = 
En el grafico, ABCD es un romboide. Halle о/В. As и 


De (I) y (ID 
ег 2_ 
Ep cR ab 
Luego: а= 
o 
2 ==] 
p 
Clave | C 
A) 1/2 B) 2 C) 1 PROBLEMA N.? 18 
ee ae En el grafico, C y D son puntos de tangencia. 
Resolucion Si AE=a y OC=b, calcule r. 
Nos piden =; 


Є7АВСР: romboide 


1242 


Semejanza de figura 


Resolución PROBLEMA N.° 19 


Nos piden r. Según el gráfico, PQRS es un cuadrado. Si AC=a 
y BH=b, calcule ML. 


A) Vab B) аЬ red. 


a+ 

Datos: 5 ah E Jab 
AE-a y CO-b Lm | E 

D: punto de rangencia Resolución 

Entonces O, D y M serán colineales. Piden ML=x. 


Se traza: AQ 1 CE; QC=AO=r 
Por teorema de Pitágoras 


En el E AQE 


а2- = (r+2m)? 


> Ма? - 02 =т+2т (I) 


nmn 
En el E: МСО PA 
A 


b= (r+m)?-m? І H P C 
А ZE 4 
э bi=r(r+2m) (Il) 
De (II) = (I) CIPQRS: cuadrado (PQ=QR =h) 
p? Gm Se ubica С en BC de manera que m«LMG-909 


TEC GIU е Por semej iá С 
Og dem) emejanza de triángulos 


p ОР гор 10, (0:308 
r= ML CM x CM MG 
2 
а -b 
h QR 
Clave E x MG > MG=x 


nal 
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AABC ~ AMBG: Ž =—— (1) 
а (+т 
x m 

IS ALM ~ ELAHB; ~=—— I 
b mH (n 


De (I) + (ID 


XX 
—+—=] 


a b 


PROBLEMA N.? 20 


Segün el gráfico, las regiones sombreadas es- 
tán limitadas por cuadrados. Si los inradios de 
los triángulos ABC y DEF son R y r, respectiva- 
mente, señale el inradio del triángulo MNQ. 


VRr Ут 2JRr 
AS а Ов 
D) JRr E) 2VRr 


Resolución 


Nos piden x, inradio del EX. MNQ. 


Cuando dos figuras geométricas, F} y F}, son se- 
mejantes, podemos plantear que la razón en que 
están las dos líneas de F, será igual a la razón en 
que estarán las líneas homólogas a ellas en F). 


E. HLQ ~ IMHDA 


“^5 > ya > х= 
x b 


Por dato: b-R y a=r 
Reemplazando: х = /Rr 
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PROBLEMA N.° 21 


En un triángulo, las longitudes de los lados es- 
tán en progresión aritmética. Calcule la razón 
entre el inradio y la longitud de la altura rela- 
tiva al lado intermedio. 


A) 1/2 
D) 2/3 


B) 1/3 C) 1/4 


E) 1/5 


Semejanza de figuras 


Resolución 
Nos piden i. 
h Por dato, las longitudes de los lados 
están en progresión aritmética. 
Sea AB « AC « BC, entonces AC es 
el lado de longitud intermedia. 
SiAC-a => AB=a-r y BC=a+r 
Por teorema del incentro 
BI (a-r)+(at+r)_ 


2 
IM a 
> BI-2(IM) 
r 0 
E.IQM ~ E. BHM: === 
Q h 30 


T 
`h 


Clave l B 


PROBLEMA N.° 22 

En un triángulo acutángulo ABC, de ortocentro H, se trazan HM//BA y HN//BC, tal que M y N 
pertenecen а AC. Si AM +NC=2(MN) y т«ВСА=40°, calcule la medida del ángulo formado por 
BC y la recta de Euler del triángulo ABC. 


A) 50° B) 80° C) 20° D) 40° E) 100° 


Resolucion 
Piden m «(7. ; BC). 
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Pe: recta de Euler del ЛАВС; Н: ortocentro del A ABC 
Por dato: AM+NC=2(MN) => at+b=2c 
Se traza por H la recta 9/P// AC — EH=AM=a y HF=NC=b 
AEBF ~ ААВС: BH = one =? 
НО с 
Sea О circuncentro del AABC. 


Se traza OS/OS 1 АС y AS=SC; os ==. 


Luego, O estará contenido en Y, entonces Y será la recta de Euler (7 ғ) del Л АВС. 
^m x (75; BC) = 40° 


Clave | р 


PROBLEMA N.? 23 


En un triángulo rectángulo ABC, recto en В, exteriormente y relativas a los catetos se tra- 
zan semicircunferencias, en las cuales se ubican los puntos M y N, respectivamente, tal que 
mMB + m BN = 180°. P y Q son los pies de las perpendiculares trazadas desde M y N a AB y BC 
respectivamente (P € AB y О є BC). Si Н es el pie de la altura trazada desde В en el triángulo ABC, 
determine m«PHQ. 


A) 90° В) 120° С) 135° D) 45° Е) 60° 


Resolucion 
Nos piden mxPHQ. 
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Dato: 
m MB +m BN = 180°, entonces «+y=180° 
М, В у N serán colineales 


mMB=mNC=0; mAM=mNB=y 


BX AHB ~ Ex BHC 


HC _aK+bK _, 


BH a+b 


SiBH=c — НС=сК 
APBH ~ AQCH (L.A. L.) 
m<xPHB=m«QHC 

ma PHQ-90? 


Observación 


| El problema también se podría haber resuelto a 
partir del producto de una homotecia y una rota- 
ción respecto al punto H. 


Clave | А 


PROBLEMA N.? 24 


En los lados AC y BC de un triángulo ABC, se 
ubican los puntos M y N, respectivamente, tal 
que los ángulos BAC y MNC son suplementa- 
rios. Si 3(AB) =5(MN), NC=6 y AC= 16, indique 
la longitud de la proyección de AB sobre AC. 


A) 2 B) 3 
D) 6 


Semejanza de figuras 


Resolución 
Nos piden AH. 


B 


A 1 
I— 5(— 
I—————— — 16 


Datos: 
3(AB)=5(MN); NC-6 y AC=16 


Además, los ángulos ВАС y ММС son suple- 
mentarios. 


=> mx«BAC-m«MNB -0 


En BN ubicamos el punto L, de modo que 
maMLN=maMNL=0 


AMLC ~ АВАС 
AH AC , St. 16 
LS LC 30 6046 
E Ж бз 
3 3400 а 
AH-3 


Clave |B 
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Capitulo 


eee 15 


Relaciones 
métricas 


Desde épocas remotas, los matemáticos se han esforzado 
por encontrar relaciones entre las medidas de las líneas, 


ya sean estas curvilíneas o rectilíneas. Por referencia te- 
nemos que las primeras relaciones métricas se aplicaron 
en los triángulos. Actualmente, las relaciones métricas se 
aplican en diversas ramas de la tecnología (principalmente 
en ingenieria) para determinar distancias, ya sea para maxi- 
mizar o minimizar, segün sea necesario. 

Un este capitulo, para un mejor orden del empleo de pro- 
piedades de las relaciones metricas, los problemas que 
presentamos están divididos en: relaciones métricas en la 
circunterencia, en el triángulo rectángulo, en los triángulos 
oblicuángulos y en los cuadriláteros. 


RELACIONES METRICAS 
EN LA CIRCUNFERENCIA 


PROBLEMA N.? 1 


En una circunferencia se trazan las cuerdas AC 
y BD que se intersecan en O, luego se traza 
una recta secante EF (Ee AO, F € DO), tal que 
EE//AD, (ЕО) (FD) =(FO)(EA), (AE) (CO) =16 
y OB=4. Halle FD. 


A) 8 B) 4 C) 6 
D)2 E) 5 
Resolución 


Segün dato: 
(EO) (FD)=(FO)(EA) — m-x=n-a (l) 
(AE)(CO)=16 э (a)(b)=16 (II) 


Capítulo 1 5 ИЗ, 


Relaciones métricas 


Si EF//AD, entonces el cuadrilátero EBCF es 
inscriptible. 

Si trazamos 41, la circunferencia que pasa 
por E, B, C y F, entonces podemos aplicar el 
teorema de las cuerdas 


(4) (n) = (b) (m) (Ш) 
Multiplicando (I) y (Ш) tenemos 

(4) (n) x (m) (х) = (b) (m) x (п) (а) 

> 4x=(a)(b) 
Reemplazamos en (11) 

4x=16 


n. x=4 


Clave | B 


PROBLEMA N.? 2 


Enel grafico, T, Ly B son puntos de tangencia. 
Si (AC) (AB) =4 y TL=AE, calcule TL. 


25| 


umbreras Editores 


A) 2/2(/2-1) В) 2V2(1+ 42) PROBLEMA М.° з 
Су 262-0) En el gráfico, AB=BD=DE=4 y CF=1. 
D) 2(42 +1) E) 3(/2 +1) Calcule FG. 


resolución 
юг dato: (AC) (AB)-4 y TL=AE=a=x 


[7 
, 


/ А) 8 B) 10 £) 11 
е D) 9 Е) 12 
Resolucion 
in €^, por el teorema de la tangente "Por dato: AB=BD=DE=4; CF=1 


(АТ)2= (АС) (АВ) =4 
> AT-2 

in @, prolongamos AE hasta Е, entonces 
AE=EF=a 

\plicamos el teorema de la tangente 
(TL)?=(TE) (TA) 
a?=(2+2a)(2) 


> a=4+4a 


Sea ВС=а y CD=b, entonces 


a+b=4 (1) 
łesolvemos la ecuación cuadrática En %, 
а?-4а-4=0 CA-CB-CG-CF (Ш 
En €, 
| —(-4)+ J16- 404) _4+4/2 ca 
ux. ds ES CE-CD=CG:CE (Ш) 
De (ID y (Ш): CA-CB=CE-CD 
а=2(1+ 42) 
Reemplazamos 


. a -2(42 +1) (4+a) (a)=(b+4)(b) > a=b 
: Reemplazamos en (I) 


Clave] P a=b=2 


242 


l Relaciones métricas 


Reemplazamos en (Ш) Tenemos 
(4+2)(2)=(1+x)(1) (AD) 2(BE) - (D))-9 
> 12=1+х DC 


Trazamos DH 1 BC, entonces CH = a 
x=11 un 
Del gráfico: BH = BC — 7 


Clave | с т«АМВ=90°, luego 


MD = BH = BC- D 


PROBLEMA N.° 4 


== м 558 D, 2, x $ : 
En el gráfico, L es punto de tangencia AD // BC Por teorema de la tangente 


AD) Q(BC) - DC) =9, halle LD. 
е. ) x = DA-DM = AD(Bc- | 


L D 
Ee. ‘ 3 
120° 2x?=AD(2BC-DC)=9 2 х= 
/2 
: MESH 
A 5 ¥ 2 
Clave | D 
PROBLEMA N.° 5 
A) 3 B) 4 03% Si en el gráfico, FG//AC, GD-2(DF) y FD=DC, 
BC 
342 =. 
D) n E) 2 5 calcule AN 
F С 
Resolucion 


A N B С 

А) RE В) /5-1_ C) 43-1 

D) 45-2 E) 46-2 
253| 
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2x 
Resolución 


Sea GD=2(DE)=2a; Ž =? 
y 


F G 


Como FG// AC y FD=DC, 
entonces AFGD = ACND 
ND=DG=2a > NE-a 
@, 
En @, 
y^ (ND) (NE) = Qa) (а)=242 @ 
Еп f, 


(NB)? = (Мр) (NE) = (2а) (а)=2а2 (Ш) 


De (I) y (ЇЇ) De (I) 
NB=y (x-+y)’= (За) Qa) =ба?=3у? 
Como 


GF=NC=y+x 


x+y=yv3 > x= y(J3 - 1) 


Зз 2 


en й y 
23 | 
(GF)*=(GE) (GD) Clave | € 


PROBLEMA Н.° 6 


E: BN ВА 
En el gráfico, L es punto de tangencia, TE HA DS IE ]. Calcule ГЕ. 


54/10 
2 


B) 2410 
C) 3410 


A) 


D) 


Relaciones métricas 


Resolución 


3 
A) 5 B) = C) 2 
Por condición: PLIN a1 5 7 
D) = E) — 
) 3 ) 5 
Resolución 


, DL 
Nos piden —. 
LN 


Aplicamos el teorema de la tangente: 
(AL)?=(40) (АВ) = (10) (4) =40 


AL = 2410 
Como el EX ABN ~ E. ALE 
4_2y10 En €, 
3 x з 
4 sa (AD) (DN) = (FD) (DC) = (4a) Qa) :8a^. (1) 
2 En G 
Clave | E 2 
(AD) (DL) = (ВО) (DE) = (5а) (а)=5а2 (ШП) 
ORLEANS Dividimos (II) entre (1) 
DE" 5 
En el шыш y DC=2(DE). DN 8 
Determine IN" > 8DL=5DN 


8DL=5(DL+LN)=5DL+5LN 


3DL=5LN 
( . DL.5 
UIN 3 
F N Clave | D 
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PROBLEMA N.? 8 


En el gráfico, T y L son puntos de tangencia, 
4(TA) -3(AB) y TN=6. Halle LM. 


A) V5 B) 3 
D) 242 E) 2 


Resolución 

Por dato: 4(TA) =3 (AB) 
TA 3 
AB 4 


Analizamos el gráfico 


Como mTA = mTB = 2a, entonces 


m«TNA2m«TCB-a > NA//CB 


TN TA N , 6 3 

NC AB 40 NC 4 

NC-8 
Como 

Menta asas ы 

2 2 

> MN=1 
Lucgo 

c -(MT)(MN) =(7)(1) =7 
 х=/7 

Clave | с 

PROBLEMA М.° 9 


En el grafico, AM=NB=1. Si el perimetro de 
la región triangular equilátera MLN es 12, 
calcule LT. 


L 


TÍA 


А В 
A)5-45 В) 4-43 С) 3-43 
D) 3- J6 E) 4- J6 


Resolución 


Por condición: 
2p(AMLN)=12 — MN=ML=LN=4 
MO=0N=2 > OL-243 


Como 
OA=0H=0Q=0B=3 
> UJ 2243-3 


Por el teorema de la secante 
(LP) (LT) - (©) (LH) 
э (@+а)(х) =(2V3 + 3) (243 - 3) 


(4+а) (х) 23 0 
Del teorema de las cuerdas 
(4—x)(a)=(1) (5) (II) 


De (1) y (1) 

4х+ах=3 y 4а-ах=5 
Sumamos 

4(x+0)=8 => x+a=2 


a=2-x 


Relaciones métricas 


En (ID 
(4-х)(2-х)=5 


 х=3—\/6 


Clave | р 


PROBLEMA М.° 10 
En el grafico, T y O son puntos de tangencia. 


Si LP=2(BP), calcule ОВ 
ВР 


"d ый 
O B Р 


ДУЗ; В) 3/2 С) 5/3 
р) 4/3 E) Y3 
Resolución 


Nos piden Ор, 
ВР 


аа 
O B P 


En €, por el teorema de la tangente 
(2г+а)2= (2a+ 2r) Qa) 


41?+4ar+0*=4a?+4ar 
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Luego OM LQL 

41 =30? 

NU. QM=ML=MN+NL=1+4=5 

ОВ _2т_ B Como 2p(arox) 73(OK) 218 y 

BP a 

OK=ON=6, entonces LO=2 
Clave | E 
Del teorema de la tangente: 

PROBLEMA N.° 11 х?= (КО) (КІ) = (18) (8) 
En el gráfico, S es punto de tangencia, MN— 1; = x=12 


NL=4 y el perímetro de la región triangular 
equilátera POK es 18. Determine KS. 


N Г PROBLEMA N.? 12 


En el gráfico, T es punto de tangencia, BC— 1, 
p i DT=3 y CF=4. Halle AB. 


Clave | р 


A) 9 B) 11 C) 10 
D) 12 E) 14 
Resolucion 


Por condicion: 
MN=1; NL=4 


Resolución 


Por dato: 
BC=1; DT=3; CF=4 


Para €: FT tangente 

(FT)? = (FE) (FB) = (4+а)? 
En ©, 

(FD) (FC) = (ЕЕ) (ЕВ) 

25 (7+а)(4) - (FE) (FB) 
De (I) 

(7+a)(4)=(4+a)? 

28 +4a=16+8a+0" 

E US INN S, 

Luego en # 

(CT)^- (CA) (CB) 

(2)?=(1+x) (1) 


n х=3 


Clave | € 


PROBLEMA N.° 13 


En el gráfico, MN//AD, AE=2 (BO) =6 y CO=4. 
Calcule FD. 


Resolucién 


‘Relaciones métricas 


Lumbreras Editores 


El cuadrilátero EBCF es inscriptible. Resolución 
Si trazamos la circunferencia # y aplicamos el Sabemos que mNL=mMT=0 
teorema de las cuerdas, tenemos que y que mMQ ax. 

3xb=ax4 


a 3 


De (ID en (I) 


6_3 
x 4 
. х=8 


Clave | с 


PROBLEMA N.? 14 


En el gráfico, L, P, T y E son puntos de tangencia 


A T 


y mNL- mMT = о. Determine т МО. 
Utilizamos el teorema de la tangente en 


«y €, 
(KE -KB-KC 
(KP)? -KB-KC 
— KE-KP 


m«KPE-m«KEP-0 


• mxMPK=0 
g=- mNP+m NL « mI M 0 
A) 90°+20 B) 90 +a 2 
* m«MEQ-0 
C) L 


o MNP mgr mini 
D) 45°+2@ E) 2a 2 


1260 


qn 


De (1) y (Ш) 

mNL+m LM = mQT « mTM 

> m NL- mMT = mQT -m ÍM =a 
Pero mLM =90°—m MT, entonces 

mQT -(909-mMT)- o 

mQT 4 m MT -909- o. 

DOR sae, 


m МО = 90° +0, 


"^ х=90+о 


Clave | B 


PROBLEMA N.? 15 


En el grafico, AT=4, AB=2 y CD- 1. Determine 
DE. (T es punto de tangencia) 


A) 2 B) 4 
С) 5 
D) 6 E) 7 


Relaciones métricas 


S 
Resolución 


Nos piden DE=x. 


Sea BC=a 


En @, 

(EN) (EM) = (EB) (EC) = (a+ 1 +x) (1 +x) (1) 
En @ 

(ЕМ) (ЕМ) = (ЕА)(ЕР) =(a+3+x)(x) (II) 
Pero, por teorema de la tangente 

(AT)? = (АС) (АВ) 

4? =(2+a)(2) 

> a=6 
Reemplazamos en (1)= (II) 

(7+x) (1 x)2 (94x) (x) 

7+8х+х2=9х+х? 


~ x=7 


Clave l E 
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PROBLEMA N.° 16 Y del teorema de la tangente 
En el grafico, O y T son puntos de tan- (NT)?=(NO) (NL) 
gencia, mAB = mBC, BC=6, CD=2 y CL=LN. (NTY =(2a+r)(a) = 2a? «ar 
Calcule TN. 
De (I) 
I x29 e 12 
Ny N 
L ^p m«AOB —a, entonces en €, 


mOB= 20 
m«xBCO=a=m<CBO 


Pero m«BOC a, entonces ABOC es equilátero. 


A Ó r=6 > a=2 
A) 45 B) 245 с) 5 Reemplazamos 
D) 2 E) 345 x?=2(2)?+12=20 
Resolución Er 
Sean NT=x; т АВ = mBC- a “Clave | B. 


PROBLEMA N.? 17 


En el gráfico, A y B son puntos de tangencia. Si 
AF=15, АС=24 y BD=DC, calcule ED. 


En €, tenemos dos cuerdas secantes, una A we 


tangente y una secante. B D C 
Entonces, del teorema de las cuerdas 

BC:CD-OC:CL A) 8 B) 9 C) 10 

> 6x2=r-a (D D) 12 E) 14 


1267 


Relaciones métricas 


Resolución PROBLEMA N.? 18 


En el gráfico, A, B e I son puntos de tangencia. 


FD DC 


Si BD-DC- ^ -12 
Si АВ=ВС y —— = — = ЕС, calcule LE Я 
3 2 4 HG 


Aplicando el teorema de la tangente, tenemos 
(BD)* - (DA) (DE) 
> (12)?=(x+a)(x) 


Рага calcular x necesitamos conocer a. 
Resolucion 


En el grafico FI 

Nos piden ——. 

DC=12 HG 
(DC)?=(x+a) (x) 

Por lo tanto, ADEC ~ ADCA 


mxDCE=mxDAC=a 


Luego, AF//DC: E = » - A 
Entonces a = ox En @, 
Luego (CA)?=(CH) (CG) 
(12) =(x+3x)oo=20 = (2a)*=(CH)(6l) а) 
En @ 
[OR (CB)^ - (CF) (CD) 


Clave | A > (а)2= (50) (20) (II) 
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Dividimos (D entre (ID 


42 (СН)х3 = cH 2€ 
5 
Hesh сс A {= Ж 
3 3 
En €^ 


(FI)* - (FH) (FG) 


) ? 
CES 


3 
(5 
FI = > 
E 
Luego 
5 
H _ Уз _3Уз _У5 
HG: 2 23-2 


Clave | E 


PROBLEMA N.° 19 


En el gráfico, Z-Z. y (FA)(DC) =2. 


Halle BC. 


A) 1/6 B) 1/4 C) 1/8 
D) 1/16 E) 1/14 
Resolución 


Por dato: AE=6 y OE=4; (FA) (DC) =2 
Sea BC=x 


En € 

(OL)^— (OH) (OE) (teorema de la tangente) 

(0L)?=(16)(4) > OL=8 > LB-2 
En 4 

(CL)?=(CA) (CD) 

(2+x)?=(CA)(CD) (D 
Y en € 

(CA) (CD) = (СІ) (СВ) = (20+х) (х) (Ш) 
De (1) y (II) 

(2+х)?= (204-3) (x) 


4+4х+х2=20х+х2 > 16х=4 


Clave | g 


Relaciones méteicas 


PROBLEMA N.? 20 Como @, y €, son congruentes y PM 2MQ, 


En el gráfico, L y N son puntos de tangencia, entonces BM=MC=m y AB=CD=( 
BC=DE y LE=4(EN). 
Bis te АВ ; Pero, por dato: 
BC BC=DE=2m 

En @, 

(EL) = (EA) (EC) 

э (4a)?- (4m «20) (2m+0) (1) 
En €, 

(ЕМ)? = (EB) (ED) 

> (a)*=(4m+0) (2m) (II) 


Dividimos (1) entre (II) 


A) 4+3V6 B) 2/6 jg = Am £200 m4 
(4m +0)(2m) 
Deen 16(m) (4m +0) = (2m +) (2m+0) 
PE ad 64m? 16m0=4m"+4m(+(? 
Resolución 60m?  12m( - (9-0 
Nos piden 28 = х. т = | aie 3) 
Luego 
BRE. 
BC 2m 


AB _ __15(2\/6+3) 
BC (2/6-3)246 +3) 


AB 
. —=3+246 
BC % 


Clave | р 
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RELACIONES MÉTRICAS EN EL 
TRIÁNGULO RECTÁNGULO 


PROBLEMA N.? 21 


Según el gráfico, T es punto de tangencia, 
TB = 243 . Calcule т. 


B Ш С 


А р 

A) 3 B) 4 C) 243 

D) 442 E) 342 
Resolución 


E. ODC ~ Es DCB 


г а 
=> ә @=2/ 
a 2r 


Enel E. BCD 
(ВС)?= (BD) (BH) 
(2r)?= (BD) (BH) (1) 
(CD)?=(BD)(DH) y 
(rZ) = (BD)(DH) (in) 


Dividimos (T) entre (ID) 


BH 
=— > BH-2(DH)  BH-2m 
DH 


Como 

BH =2т=2/3+т > m=2V3 
Luego 

BH = 443; HD- 243 
Reemplazamos en (I) 

4r? = BD- BH =(6V3)(4V/3) 

r?=18 


r2342 


Clave | E 


PROBLEMA N.? 22 


En un trapecio de diagonales perpendiculares, 
el producto de las longitudes de sus diago- 
nales es a y la base media mide b. Determine 
la altura del trapecio. 


A) 2a/b B) b/a 
C) a/b 
D) 3a/b E) a/2b 


Relaciones metricas 


Resolución A) 2 B) 342 С) з 
Datos: D) 6 E) 4 
н 
Ice = =e Resolución 


Nos piden PQ=x. 
Dato: (AQ)(AB)=18 


Trazamos CE//BD 
Luego, DBCE es un paralelogramo donde 
CE=BD=n y DE=BC=( 


> (+q=2b=AE 
En el E ACE 
m-n= (0+9) (h) m<«HBP=a, entonces 
a=2b(h) m PH = 20= т 
а 
h= 2b > m«xHPS=a 
Clave | E En el EX APB 
m<xAPH=m<ABP=a 
PROBLEMA N.? 23 > PA=PQ=x 
En el grafico, m PH =mHS у (4Q)(4B)=18. Luego 
Calcule PQ. 2 
(АР)?= (AB) (AH) 
Р, 
Pee an AQ )- (AQICAB) 
2 
х? = 18 =9 
2 
А Н В x=3 


Clave | с 
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PROBLEMA N.? 24 


En un triángulo ABC se traza la mediana CD. 
Si AC = 342, AB=6 ymaCDA=90°+m-<ACD; 
calcule la distancia de Ba CD. 


A) /2 B) v3 C) 4 
D) 243 E) V6 
Resolución 


CD: mediana — AD=DB=3 
Silam«xACD=a => mxCDA=90%+0 


Prolongamos CD hasta E de modo que la 
m«EAC — 90? 
mxAED=90%-a=mxADE 
-» AE=AD=3 
Si trazamos 
AHLDC y BRLDC 
> AH=BR=d 
Luego, en el B EAC 
1 1 1 
FF ar 


~ d= V6 


t 
6 


Clave | E 
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PROBLEMA N.° 25 


Desde un punto Р de la región exterior a una 
semicircunferencia de diámetro AB se traza 
PA, de modo que lo interseca en L, luego 
se traza LH perpendicularmente a AB en H 
(Н € AB). Si mAL - 2s«LBP; 5(HB) -2(LB) y 
BP=40, calcule LB. 


A) 12 B) 16 C) 20 
D) 24 E) 32 
Resolución 


HB 2 
Nos piden ——=—; LB=x. 
os piden 7573 x 


Sea HB=2a —> LB=5a=x 

Del dato, si la m«LBP-o, entonces 
mAL=2a0 > m«ABL-a 

y también Іа m«ALB- 90? 

En el AABP 
AL=LP y AB=BP=40 

Luego en el EX ALB 
(L8)?=(AB)(BH) — (5a)?- (40) Qa) 
25а=80 => 5a=16 

"^ LB=5a=x=16 


Clave | B 


PROBLEMA М.° 26 


En el grafico, D, C y B son puntos de tan- 
gencia, mDC + 2m«FGC = 180°, АВ = BEV2 y 
АС-СС=а?. Determine FD. 


F 
р 
А С G 
B E 
Ace B) a С) 
ay2 ay3 
Т = 
Resolucion 


Por condición: AC:GC=a 


Sea la m«FGC-0 y m DC = 2a, entonces 


mDM = m MC =a 


Del dato: 
2a+2(0)=180% — «+бӨ=90° y 


mxCFG=a 


Relaciones métrica: 


Como 
m «DFC — m DC = 180° 
m«DFC- 20 
m<xDFO=m<xCFO=6 
Luego 
m«OFG-90? y 
FC=FD=x 
Como 
BE=r > AB=rJ2 
En el E OFG: 
х?=т+т 
Pero AC=2r у СС=т 


2:т=а? 


2 
а 
х=: 

2 


Clave | B 


PROBLEMA N.° 27 


En un triángulo ABC se ubican los pun- 
tos E, F, G y T en AB, BC, AC y en la pro- 
longación de AB, respectivamente, tal que 


la mxABC=m<EFG=90°, maxTFE=m<AFG; 
AG 3 


epu EF=FG y AB=10. Calcule TB. 


A) 0,8 
D) 1,8 


B) 1,6 C) 3,2 


E) 3,6 


2ЕЧЇ 
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Resolucion 


Nos piden TB, donde e SiAG=30 => GC=2f 


m«xTFE=m<«AFG=a En el E. AFT 
m«AFE-90-a — m«AFT-909 h^- (10)() (I) 
También Pero en el E. АВС d 
m«FEB-m«GFC-0 y EF=FG=a GH//AB > 10 5 
Si trazamos — h=4 (II) 
СН LBC > IXGHF=I\FBE Luego (II) en (D: (4)?-10x 
> FB-GH-h ~ x=1,6 


Clave l B 


PROBLEMA N.° 28 
Según el gráfico, PM=4; AP=6 y TH=3. Halle AT. 


|270 


Relacienes métricas 


Resolución 


mxABT=mxATH=0 > m«MAP-a y SiAH=3a — HM=2a 


m«HAM-a Luego en el A TAM: (3a)?= Qa)(3) > a= i 


Luego, en el AAHP (teorema de la bisectriz) 
AH AP 3 


HM PM 2 = x=413 


AH=3a=2 => х?=2?+3?=13 


Clave | А 


PROBLEMA N.? 29 


Dos circunferencias €, y €, son secantes en los puntos P y T, el centro O de F, pertenece a Cp 
la cuerda AT de «^ es tangente a G, en la prolongación de OP se ubica el punto Q, tal que PQ=5; 
AT=12. Determine la distancia de P a AQ. 


А) 4 B) — >= Dye E) > 


Resolución 


Oe i > OT=0P=r y 
m<xOTA=90° 

En 41 
т ОТ = mOP - 2a 


=> m«TAO=m<xPAO=a 


ml 
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El cuadrilátero APOT está inscrito, entonces m«APO =90° y AP=AT=12 
1 1 1 
Luego, en el MAPQ: — = —5+4-3G< 
x aD? (6 
60 
x== 
13 


Clave | € 


PROBLEMA М.° 30 
Según el gráfico, mAP-mAD= m<ABE=90°, AB=a; EC=b. Calcule BE (A es punto de tangencia) 


A) — 


B) 


C) Jab 


E) 


Resolución 
Segün condición: mAP- mAD = 90° 


Siue, eet а С 


Si DM //CA, entonces mAM = mAD 
mAP-mAM=mMP=90% — m«MDP=45° 
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También 


maMDB=90° => m<«BDC=45° 


> BD=BC () 
En el Б EBC: 
(EB) (BC) = (EC) (x) (П) 


Del teorema de Іа tangente 
a^ - BD- BE 
Reemplazamos en (1) 
a! - BC:BE 


Reemplazamos en (II) 


Clave | р 


PROBLEMA N.? 31 
En el gráfico, HP=1 y HT—OI. Calcule PB. 


A) 4l B) 31 
C) 2l 
D) 1,51 E) 1 


Relaciones métricas 


Resolución 


En el A OBH 
a= ((+х) (0 
También 
a’=(R-a)(R+a) 
PER a 
> R=ay2 
En el ОВН 
НВ = av3 
а? = (aJ3)(0 
a -t43 
Luego 
(NY = (xit 
30-t x 
ESL 
Otra solución: 
OH=HT=a 
> OT=aV2=R 
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En el A OBH 
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PROBLEMA N.? 32 


En el gráfico, T y B son puntos de tangencia. 
Si AH=5(BL)=10, calcule LC. 


A) 2 B) V5 C) 4 
D) 345 E) 245 
Resolución 


Según condición: 
AH=10 
BL=2 
LC=x 


Como los centros y el punto de tangencia son 
colineales, entonces el centro de €, pertenece 
a ABC. 


Como 
m«HTB-m«LiB-a => TH=TL=h 
m<xBLC=90° > BL=BH=2 


En el E: АТВ 
һ^= (2) (10) 
> h2245 
Como Es BLC ~A OTC 


x x+h 


2 6 


3x=x+h 
> hz2x-2245 
. x=V5 
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PROBLEMA N.? 33 


Segün el gráfico, BS=4(LS)=4. Si A y P son 
puntos de tangencia, calcule PS. 


с) v2 
E) 6 


A) 243 B) 2/2 


D) V5 


Relaciones métricas 


Resolución 


Por dato: 
BS=4; LS=( 
Como BA=BP, entonces BL L AP. Además, AL=LP=0 > SP=SA=x 
La prolongación de BL pasa por O. Como т«ОАВ=90° — m«xOAL=a 
OA=AS=x y OL=LS=1 
Luego, en elà OAB: x^- (ОВ) (О1) = (6) (1) 


n x= 6 
Clave | E 


PROBLEMA N.? 34 


ML 
En el gráfico, halle —. 
Y NL 


| 
iss) 
— 


r 
A 
) R 


+ 
a 
5 
= [5 


Су = D) E E) 


215! 
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Resolucion 


LO B 
de pM R 


En @ i? (rx R)(n) y К2= (+) (т) 


2 | Nota 
M 
[] 
Г ЗД L 
E— r——À4 
x?-2r(r-n) 
En €; 
х2= 2r) (r-n) (D 
En Ф 
у?= (2R)(R-m) (1D 


Dividimos (Т) entre (II) 


Ker 


PROBLEMA N.? 35 


En un triángulo rectángulo ABC, recto en 
B, se ubica en la región exterior relativa a 
AB un punto D, tal que la m«DAC-905; 


m«DBA - 9o» PEA y 2(AC)) - (DC) -40. 
Calcule BC. 

A) 245 B) Ло C) 2410 

D) 3/10 E) 6 
Resolución 

D 


in] 


m «BCA 
2 


m «DBA = 90°- 


Si m«BCA =2a, entonces 
m<«DBA=90°-«a 
Como AD LAC > m«DAB=2a 
Luego, en el AABD 
mxADB=90-a=mxABD 
=> AD=AB=c 
Del dato: 
2 (6?) -d?=40 
En el E. ADC 


Pts 


En el E: АВС 
ex-p 

Sumando ambas expresiones 
Ф +x? =2b? 


x?=2b?--d?=40 
- x=2V10 
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PROBLEMA N.? 36 


En un triángulo ABC se ubican los puntos 
P y Q en BC y AC, respectivamente, tal que 
mxABP=m=<APQ; m«PAQ- m« CPQ; AB=PC 
y PC - QC? - AP". Determine m«ABC. 


A) 90° B) 45° C) 75° 
D) 82° E) 120° 
Resolución 


Sea AB=PC=a; QC=b y AP=c, entonces 


а?+Ь?=с” 


Del dato: 
m<«ABP=m<xAPQ=0 


mxPAQ=mxCPQ=a 


Relaciones métricas 


En el AABP 
mxPAB+0=mxAPC=0+0 
=> mxPAB=a 
Del AAPC ~ APQC 
(РС)? = (АС) (ОС) 
> а2=(-Ь (D 


En el AABC, del teorema de la bisectriz 
interior 


ВР AB BP a 

— = — > —=- 

PC AC a ( 

> a=0-BP (П) 
De (D = (1I) 

BP-b 


Como a?+b?=c?, 


en el ЛАВР 
0-90» 
m<xABP=90° 
Clave | A 
PROBLEMA N.? 37 


En un triángulo rectángulo ABC, recto en B, se 
traza la ceviana interior BD; luego se ubica L en 
АВ, tal que LD L DB, BC=DC y LB=7(AL)=7. 
Calcule LD. 


742 743 
Aq уту 

Y 
С) 3 

743 7 
D) 73 E) 6 


ті 
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Resolucion 


Según condición 


Si mxACcB=2a, entonces 
m«CDB-m«CBD -90? —-« 
Como m«ABC=90° > m<xABD=a 
También m«BDL-909 => m«a«ADL-a« 
Luego, en el ВРІ trazamos la altura DH, entonces mxLDH=0=mxADL 
En el AADH, DL es bisectriz interior y DB bisectriz exterior 
Si LH=m; HB-7-m y 


8 7 
=— э m=- 
7-т 9 


7? 
Еп el iu LDB: x? =(7)(m) = = 


7 
x=> 
3 
Clave l с 
PROBLEMA N.^ 38 


En una semicircunferencia de diámetro AB, en la prolongación de AB se ubica el punto L. Luego se 
traza la tangente LT (T: punto de tangencia) yTH es perpendicular a AL (Н є AB). Si TL=TH+5(HB) 
y HL=25, calcule TH. 


A) 45 B) 3 С) 1 D) 5 E) 2,5 
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Resolución 


D 
A H b B 25-b L 


m 25 ——— —3À 
Sea TH=a y HB=b 

> TL=a+5b 
Si HL=25 

> BL=25-b 
Sabemos que 

m«xBTH=mxBTL=0 
Al trazar BQ 1 TL 

BQ=BH=b y TQ=TH=a 

=> QL=5b 
Del teorema de Pitágoras 
BS BOL: b (55)? - (25 -b)? @) 
BS THL: d^ (25)?— (a-- 5b)? (11) 
De (D y (1!) 

a=5 


~ TH=a=5 


Clave |D 


PROBLEMA N.° 39 


En una circunferencia de centro O se trazan, 
desde dos puntos exteriores A y B, las tangen- 
tes AN y BM (N y M son los puntos de tangen- 
cia), tal que m«OBA —90*. Si AN=a y BM=b, 
determine AB. 


"Relaciones métricas 


A) da? +b B) va? - p 
С) 424? -b? 
a+b a-b 
БЕ; m 
Resolución 


Sea AB=x y rel radio de la circunferencia. 


ON y OM son perpendiculares a AN y BM. 


Luego, en el KONA 


(0A! =r xa? (1) 
ВМО: (0B)?=r? + b? (II) 
Aœ OAB: x^ - (OA)? - 0B) (П) 


Reemplazamos (I) y (1) en (Ш) 


х?=а?-Ь? 
х= Ма? —b? 
Clave | B 
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PROBLEMA N.° 40 


En un triángulo ABC se traza la altura BH (Н € AC), luego se ubica L en la región exterior relativa 
a AC, tal que mxABL=2m«ALB, m«LBA +т1«ВАС=90°, 
AC=b, AB=d, HC = с = 24/5, BL=2a+d y a? - c? 2d? . Calcule b. 


А) 4 в) 345 С) 4V5 D) 6 E) 8 


Resolución 
2 


tc? -d?, Nos piden b=x. 


Segün condición: a 


Si m «LBA + m «ВАС = 90°, entonces 
2 
Q 


m<xBAC=90°-2a — т«АВН=2@ 

BA es bisectriz, entonces АР=АН=т 

En cl AABL, al trazar AM de modo que la m«LAM-a, entonces mx AMB-2a 
AM=AB=d y LM=AM=d -» МВ=2а 

Pero en el AMAB (isósceles): MP=PB=a 

Luego, en el ls АРВ se cumple a’+m’=d* — т=с (por dato) 


b=m+c=2c=2(2V5)=4V5 


Clave | € 
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RELACIONES METRICAS EN EL 
TRIANGULO OBLICUANGULO 


PROBLEMA N.? 41 


Es un cuadrilátero ABCD se traza DH 1 AC 
(Н € AC); luego se ubica el punto M de ВС, tal 
que MH=HC; m«ABC-2(m«HMC); AD=16; 
DC=4 y BM=MC. Calcule AB. 


A) 12 B) 9 C) 4415 
C) 2V15 E) 542 
Resolución 


En el A ABC trazamos la bisectriz BN 
=> BN//MH y NH=HC=m 


AABN — AACB 
A " 
„К САС БА 
х АС 


Aplicando el teorema de Stewart еп el ACDN 
(AD)? = (CD) (DN) + (АС) (AN) 
162= (4) (4) + (AO (AN) 


Relaciones métricas 


Entonces 
x?=167—4?=(16-4) (164-4) =(12) (20) 


х= 4/15 
Clave | с 


PROBLEMA М.° 42 


Según el gráfico, P, S y N son puntos de tan- 
gencia. Si (R+2r)R=17, determine PB. 


А В 
A) 417 В) 24/17 С) m 
D) 434 pj Ll 

Resolución 


Nos piden x — PB. 


En el > O,PB 
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Tenemos 
OB=ON=R у O,N=O,S=O;P=r 
Trazamos OjH 1 AB, luego 
HO=0¡S=r 
En el AOO,B 
(B0)*- (00)? - (BH) - (OH)? 
а?- (Rer - (Rr)? -r° 
a?=2(R+r)?—1? 
Reemplazamos en (I) 
x?=2(R+r)*-2r?=2R?+4Rr 
x7=2R(R+2r) 


Pero, R(R+2r)=17 


х2=2(17)=34 
х= 434 
Clave | р 
PROBLEMA N.° 43 


En el gráfico, T es punto de tangencia. Si 
AD=EC, AB=ED y BC=2(TC), calcule 0. 


B 


NEL A 


T 


A) 45° B) 37° C) 53° 
D) 60° E) 30° 
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Si AD=EC, entonces 
AE=DC=m 
Sea BE=h; en cl AABC 
(2a)?-(b+m)?=b?-m? 
4a? =2b" +2.bm 
2a?=b*+bm 
Del teorema de la tangente 
a?=(b+m)(m) =bm +m? 
Reemplazamos (ЇЇ) en (1) 
a? + bm +m? = b? + bm 
э b= +m? 
BS AEB: 2=т2+ А2, luego h=a 
EX BEC (notable de 30° y 60°) 
(b+m)=aV3 y a? - (aJ3)*m 


= a2 m43 


. БАВЕ: 0260? 


(I) 


(II) 


Clave | р 


Relaciones métricas 


PROBLEMA N.° 44 entonces 
En el gráfico, A y С son puntos de tangencia. Si (AB) (AB (CD) =88 
PM=MD, AB?+(AB)(CD)=88 y R?-(0P)?=26, 


calcule BP. Reemplazando tenemos 


a?+ab=88 
En el AABD, del teorema de la bisectriz 


x2=a(a+b)-n(2m)=a?+ab-2mn (р 


En el AAOM 
u^ -R^-mn 
Despejando 
A) 426 В) 8 C) 7 mn=R?-u?=26 
D) 247 E) 6 > x2=88-2(26)=36 
Resolución z x=6 
Clave | Е 
PROBLEMA N.? 45 


Segün el gráfico, M, N y L son los puntos de 
tangencia. Si LC=3, CD=12, halle AL. 


Sea PM=MD=m, AP=n, ОР=и y BP=x 
También 

BC-a y CD-b 
Del dato: R?-u?=26 


Como A) 4 B) 4,5 С) 5 
BA=BC=a D) 243 E) 246 
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Resolución 

En la circunferencia 
CN=CL=3 y MB=BL=a 

Luego, en el SALM: AB=BL=a 


Para el triángulo ABC, MND es una recta 
externa; aplicando el teorema de Menelao 
tenemos 


> a=5 y AC=7 


Luego, en el AABC 
A 


B 5 L 3 С 


Aplicando el teorema de Stewart 
x*843:5-827?:545?.3 


 x=5 


Clave | с 
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PROBLEMA N.° 46 


En el gráfico, M, N y L son puntos de tangencia. 
Si AM=MC, (CO,)*+(AO)?=80 y 


ВС?-ВС- АС-АВ?= 64 determine la dis- 


tancia de O a O}. 


B 


A) 12 B) 24 C) 16 
D) 36 E) 48 
Resolución 


En el B AOM: m? Ta r? (D 


2 
En el ix BO,L: n? =a? -ab+ er? (II) 
En el ЛАО |В, aplicamos el teorema de Stewart 
m^ (c - R) +n? (R) 2x ^c R(c- R) (c) 
cm? e R (n? m?) 2x?c cR (c- R) (III) 


Kelaciones métricas 


De (П) - (0) A) 4/2 B) 3/2 C) 443 
n^-m^-a(a-b) D) 343 E) 8 
Luego 
cm? +aR (a-b) 2x?^c-- cR (c- R) (IV) Resolucion 
Del dato: A 
CO,;=AQ\=m — m?+R?=80 y 
a? -ab- c = Ox 
aR (a - b) -64c- c?R (V) 


De (V) en (IV) 
cm?  64c à R x?c cR (c- R) 
m^ £644 cR =x? + cR - R2 


К? rn? 64=x7 


aeo 
80 

X= 12 A e AID жау 

Si m«AOL-o, MOLE = 40 por ángulo se- 

Clave] A miinscrito: MOL = 20 
mLE =2о. 

PROBLEMA N.? 47 > OL=LE=a y 
En el gráfico mostrado, mOLE = 4(m «AOL); mx«ETL2m«OTL-a 


(MT) (TO) -36 y (ML) (LE) =20. Calcule AO. Si la medida del ángulo formado por OT y BI. 


A 


es 45%, entonces mOL + mTB - 90° 
Luego, mLET = 90e y LT=rV2 
En el AOTM, teorema de 1а bisectriz: 
(1/2) = (MT) (TO) -a-b 
212=36-20=16 
=p =2V2 
AO = 2r = 442 


Clave | А 
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PROBLEMA N.? 48 


En un cuadrilatero ABCD inscrito en una 
circunferencia, las prolongaciones de las 
cuerdas CB y DA se intersecan en М, lue- 
go se traza la cuerda CQ perpendicular 
a AD en Н. Si mxBDC+m«ADQ=90% y 
(MC) (CD) - (MA) (AB) =36, halle AC. 


A) 4 B) 5 C) 6 
D) 7 E) 8 
Resolución 


Según condición: 
(MC) (CD) - (MA) (AB) =36 


Nos piden АС=х. 


Si m«BDC-a, entonces m«ADQ-90*-a 
maCQD=a 

Luego, mCD = 2a y mxCAD=m<CBD=a 

También maBAC=m<xBDC=a 

En el AMAB, AC es bisectriz exterior. 


Del teorema de la longitud de la bisectriz 


exterior 
х?=тл-аЬ 
Рего 
(MC)(CD) -(MA)(AB) = 36 
AAA eee XA 
тооп а b 
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Entonces 


Clave | C 


PROBLEMA N.° 49 


En una semicircunferencia de diámetro AC y 
centro O, se trazan la cuerda AB y BH 1 AC 
(H € АС), luego en BH se ubica L, tal que 
(AB)? +(OL)?~ (AL)? 236. Calcule CO. 


A) 3 B) 4 C) 5 
D) 6 E) 7 
Resolución 


Del dato: 

(AB)^ + (OL)?- (AL)?=36 
Es decir 

а +m?-n?=36 
Como BO=OC=x, aplicamos el teorema de 
proyecciones en el A АВО 

x -e?- (OH?- (AH)? (1) 
Análogamente en el A ALO 

n^-n^- (OH)^- (AH)? (Ш) 


De (1) y (ID 


х?-а2=т?-п? > х^=а?+т?-п'=36 
"^ x=6 
Clave | P 
PROBLEMA N.? 50 


En el gráfico, ABCD es un cuadrado. Si 
2(TL) =LD y NT-(, determine NL. 


Relaciones métrica 


Sea: 2(TL) =LD=2a 
Como AD=DT=3a, también 
TH=TN=( 
Además 
m«TDH-30? > HD=(43 
Pero 
АМ=Нр= 3 > ND=(47 
Luego, en el ANTD por el teorema de Stewart 


x? 3a)+a(2a)Ga) = (047) (a) +002 (2а) 
312+642=702+202=9(? 


Clave | Е 


PROBLEMA N.? 51 


En cl gráfico mostrado, N, L y E son puntos de 


tangencia. Si BK 22(KA), calcule 2 , 
y 


B 


A) 17/14 
D) 19/14 


B)15/3 С)9/7 


E) 17/13 
2871 
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S 
Resolución 


Si BK=2(KA), entonces BK=2y 
AB=AD=DL=3y 
HD-OE-OL-x 
э АО=х+у; OD=3y-x 

En el AAOD, del teorema de Euclides 
(х+у)2= 8y3) (3y)?-23y) (x) 
x 2xy y! 29? - 6xy x^ & 9! - бху 
14ху= 17у? 
x 17 


5 К 
Clave | A 


PROBLEMA N.? 52 


Еп un triángulo rectangulo ABC, recto en B, se 
ubican los puntos M y L en BC y en la región 
exterior relativa a BC, respectivamente, tal que 
m«BCL-m«BAM; BM=MC; CL=14; BL=13 y 
CM=7,5. Halle AM. 


А) 9 B) 12,5 
D) 7,5 


| 288 


C) 25/3 
E) 75/8 


Resolución 
Por dato: 
BM=MC=7,5 => BC=15 
L 
13 
B 
$ 
$ 14 
e 
A C 


En el ABLC aplicamos el tcorema de Euclides 
(14)? - (13)2+ (15)? -2(15) (BH) 
BH-5 — HC-9yLH-12 

En el НІС: «=53° 

Luego, en el EXABM 


x_7,5_5x15 
5.74 8 
75 
х=—- 
8 
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PROBLEMA N.° 53 
En el grafico, (2r)? - (FD) (DC) 249. Calcule DO. 


A) 3 B) 4 С) 5 
р) 6 Е) 7 


А 
Resolucion 


Dato: 
(FD)(DC)=m-n > 4i? -mn—49 


А Y ы r O 2r B 


ОЕ=ОС=ОА —OB- 2r 


En el AFOC, del caso particular de Stewart 
para un triángulo isósceles 


х?= Qr))-mn -49 


. x=7 
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PROBLEMA N.° 54 


En un triángulo ABC, m«BCA —3 (m«BAC); 
AB=c y BC=a. Calcule AC. 


A) кел (a+c) 


a 


B) те +c) 


[9 


С) Ea +c) 


[4 


р) ilaro) 
[4 


E) а ta +с) 


а 


Relaciones métricas 


Trazamos CM, de manera que 
mxACM=mxCAM=a, entonces 
m<xAMB=m<«MCB=2a 
BM=BC=a = АМ=с-а= МС 

Aplicando el teorema de Stewart en el AABC 
(c-a)?(c) +a(c—a){c) =x? (a) +a*(c-a) 


(c - ale — ca + ға -а?) = х? (а) 


(c — а)2 (c a) 1 
a ae 


= Заит +a) 
a 
Clave |A 


PROBLEMA N.° 55 


En el gráfico, E, L y P son puntos de tangencia. 
Si (AK)? - (KC)?=a? y CE=b, determine R. 


L 
/ 


\ 


yi] 
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л? 
A) JË E B) Va? -b 
a? +b? 
C) > 
D) va? +b? E) y2(a? +b?) 
Resolución 


Del enunciado tenemos: 
(AK)?-(KC)?=a?, CE=b y R=? 


Del tema de circunferencia A, E y L son coli- 
neales у como la m<ALB=90°, el cuadrilátero 
OELB es inscriptible, donde 
AL*AE=AB+ AO=(2R)(R)=2R? 
Pero en € 
AL:AESAP? — AP-R42 
Aplicando el teorema de Stewart en el AACP 
(AK)?=(AC)(AP)+(CK) (PK) 
Pero PK=CK-CP y АС= АР= RJ2 
Luego 
(АК)2=282+ (CK)? - (CK) (CP) 
> (AK)-(KO)-2R/-(CK)(CP) (0) 
En € 
(CE)?=(CK)(CP) => (CK)(CP)=b° (Ш) 


[240]. 


Reemplazamos (II) en (1) y del dato tenemos: 


a’ +b? =2R? 
R= а? « 
2 
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PROBLEMA N.? 56 


En un triángulo ABC, la circunferencia inscrita 
es tangente a AC en T y la circunferencia ex- 
inscrita relativa a BC, es tangente a BC en Q. 
Si AB=6; AC=3 y BC=5, calcule QT. 


263 236 1 
A) JS s2 ZN 
) T B) 15 С) 2 263 
185 158 
кана Е == 
D) 6 ) 5 
Resolución 


Por dato: BC=5 
Como AM —AN —p(a ABC) 


Tenemos 
MORD — 
2 


7 


Luego 


CN-4 y BM=1=BQ 


Relaciones métricas 


En el AABC, usando el teorema de Stewart 


> AM=AN=7 3)? 0) + (6)? (4) = 9) (5) + (1) (4) (5) 


Еп el AABC En el AAQC, usando el teorema de Stewart 
CT=p-6=1 3 5 5 
920) (4°) (2) 2x G) + (2) 1). 3) 
Luego 
CP=CT=1; AT=2; PQ=3 Reemplazamos y? 
Para calcular x debemos conocer primero 263 
AQ=y. ds О; 


PROBLEMA N.° 57 


Clave | A 


Desde un punto F de una semicircunferencia de diámetro AB y centro О, se traza FH perpendicular 


a AB, tal que Н es punto medio de OB y con diámetro HB se traza interiormente una semicir- 


cunferencia. Si OA=(, calcule la longitud del radio de la circunferencia tangente a FH y a las dos 


semicircunferencias. 


( 
А) с 


Resolucion 


B 5 O = D) — E) : 


[0] H 19 B 
p(/4 +1/4 4 
H— 0/2 ——— ¢/2 — 
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Tenemos 


OT=0 => 00,=0-x 
: { Ü 
Si ОН = НВ = =, entonces HO, =0,B=— 
2 4 
t 
Por lo tanto, 0,02 = 4 +x 
En el Л000): m= : =x 


Usamos el teorema de Euclides en О0О): 


((-1)?=(00,)?+(0,0,)?-2(00,) -m 


cH) AME) 


ap? po ow? a 
pokess cow дь 
16 2: "16. 8 (2 
2 
> Eso 
16 
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PROBLEMA N.° 58 


En un paralelogramo ABCD, m«BAD- 606; 
AB=18; BC=24; se traza una circunferencia 
que contiene a C e intersecta a BC en P, a la 
diagonal AC en Q y a la prolongación de CD en 
S. Si PQ=6, calcule SP. 


A) 3437 
B) 5427 
C) 2457 
D) 2437 
E) 50/11 


1292 


р 
Resolución 


En el cuadrilátero inscrito PQSC 
m«QPS-m«QCS - 
m«QSP-m«QCP-a 

Como 0+ [2=60°%, entonces mxPQS=120° 

Además, APQS — ACDA 
T = = > a=8 


Luego en PQS (usando el teorema de cosenos) 
x*=6*+8?-2(6) (8)соѕ120° 
+ x= 4148 = 2437 


Clave | р 


PROBLEMA N.? 59 


En un triángulo ABC, recto en B, se traza una 
circunferencia tangente a la hipotenusa en 
su punto medio y al cateto mayor BC, y con 
centro en el punto P del otro cateto y radio 
PA se traza una circunferencia tangente a la 
primera. Si AC=b y АВ=с, calcule PA sabiendo 
que (AC) -2AB-*r-- BC* AC 

Además, r es el radio de la circunferencia tan- 
gente a la hipotenusa. 


yz p È 
o£ 
Resolución 


Sabemos que (AC) 22AB-r+BC:AC. 


A С. 
| b/2 E b/2 ———3À 


En el AAOB, del teorcma de Stewart 


(ОА)?РВ+ (OB)? - АР= (PO)? -AB- AB- AP- PB 


2 2 
les (вс 5) “х= 
4 2 


=(x+r)? AB+ AB: x(c—x) 


2 
ЧО AC? x=2(AB)-1°x+BC*ACx+2c7°x 


_(АСУ _ b? 
^. & 8c 


Clave] B 


Kelaciones métrica: 


PROBLEMA N.? 60 


En el grafico, M y N son puntos de tangencia. 
Si 2(40) (LO) - (NQ) (QL) =49, calcule BQ. 


B 
N 
О 
E 
A L O 
А) 5 B) 6 C) 7 
D) 8 E) 742 
Resolución 


Nos piden BQ=x. 


Dato: 2(40) (LO) — (NQ) (QL) 249 
2(R) (и) -n- m—49 


7931 
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Pero LB=LC=a 
K.CLO ~ EXCBN 


ц 


ES 


oR => ab=2R-u 
Reemplazamos en el dato: a-b-m-n=49 


Finalmente, en el ALBN (teorema del cálculo 
de bisectriz) 


x?=ab-mn=49 


х=] 


Clave] с 


RELACIONES METRICAS ЕМ 
EL CUADRILATERO 


PROBLEMA N.? 61 


En un cuadrilátero ABCD. inscriptible, se 
cumple que AB=BD=AD. Si BC=3 y CD=2, 
calcule AB. 


A) Y17 B) 342 C) y19 
D) v21 E) J31 
Resolución 


Por dato: AB=BD=AD=x 
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Como ABCD es inscriptible у сото la 
m<BAD=60° 
=> m«BCD=120° 

En el ABCD 


x?=3?+2? -2(3)(2)cos120° 


х?=9+4+6=19 
х= /9 


Clave | с 


PROBLEMA N.? 62 


En un cuadrado ABCD, en AD y BD se ubican 
los puntos N y M. respectivamente, tal que la 
m«MCN-459, AN=2 y BD = 542 . Halle DM. 


А) 2/2 B 2,542 С) 342 
D) 3,542 E) 442 
Resolución 


Si la maMCN=45° y m«NDM —45?, entonces 
el cuadrilátero MCDN es inscriptible; porlo tan- 
to, la maNMC=90°; luego Іа mxMNC-45*. 


Si МС=а э MN=a y МС=ау/2 
Del dato: 

BD = 52 

э AB=CD=AD=5 

Como AN=2, entonces ND=3. 

En £ANMCD, del teorema de Ptolomeo 
MD-NC=MN-CD+MC:ND 
xola/2)=a:5+0-3=8a 

Luego 
х= 4/2 


Clave | Е 


PROBLEMA N.° 63 

En el grafico, N y L son puntos de tangencia, 
DS=OB y SO=4r. 

Calcule (NC? AL?) '^?. 


А) M14 В) rJl5 О 25/3 
D) rv17 E) rJ22 


Relaciones métrica: 


Del dato: 
DS=0B=b; 


SO=4r 


Del teorema de Marlen en ABCD 
aeg 
Pero 
а= (AL) 4 r? 
c?=(CN)? +r? 
2 (AL (CN 42?) -U4 d? 
En el Ор 
b?+d?=(4r)*= 16:2 
(AL)? (NC = 162—2 


(AL (NC 2 141? 
1 
л (NC «(aL P = 14 


Clave | А 
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PROBLEMA N.? 64 En b. ABM: AM = V13 уеп DCN: ND = /40 
En el grafico, BM+NC=4 y CL=LD=3. Deter- En ZAAMND, del teorema de Ptolomeo 
РИИ, m «n =(./40)(,Л3)+7 (130) = 9/130 


(AN)(MD) = 94130 
Clave | E 


PROBLEMA N.? 65 


En el gráfico, (BT^« DT! FT’) - (АТ?+СТ?)=7. 
Determine TE. 


A) 6413 B) 1447 C) 74130 


D) 94/65 E) 9/130 А) \/5 B G В C 
Resolució Bryn 
S M ión: BM+NC=4; CL=LD=3 OMe 

n : BM+NC=4; CL=LD= 
egún condición D) 245 X D 
E) 3 

F E 

Resolución 


Sabemos que 


(BT?+ DT Fr) - (aT? -GT?) -7 


B G С 


Como la m«ALD-905, entonces AL//BC 
AM=NL y AB=LC => BM=NC=2 
Como CM-CN=CD*CL 


reemplazamos valores 
СМ: (2) =(6)(3) 
СМ=9 > MN=7 
Si AL=BC=11, 
luego AD = 11? +3? = 130 
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Relaciones métrica: 


Utilizando el teorema de Marlen en los rectan- C) 16cm 
gulos ABCD y CEFG D) 17cm 
AT^-TC - BT) - TD? @) pln 
ЕТ? +ТС2=СТ?+ТЕ? (П) Resolución 
Sea AL-BS=17 


De (П) y (ID Nos piden SC-LB. 


AT? -F?- BT 4 TD? - GT? ТЕ? 


(TEY- (Br! DT? -FT^) - (AT?4 СТ?) 


(ТЕ)?=7 
TE =/7 
Clave | € 
PROBLEMA N.° 66 


En el gráfico se muestra un triángulo equilátero 
ABC. Si AL-BS=17 cm y AS=CL, deiermine 
SC-LB En £AALBC, del teorema de Ptolomeo 


(-d=((AL) +((LB) 

d=(AL)+(LB) (I) 
En \ABSC, del teorema de Ptolomeo 

(-d=l(SC) + ((BS) 

4= (5С) + (BS) (1) 
De (I) y (Н) 

AL+LB=SC+BS 


AL-BS-SC-LB 
. SC-LB=17 cm 


B) 15cm Clave | D 
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PROBLEMA N.? 67 


En el gráfico, AB=BC=CA, Tes punto de tangen- 
cia y NL=a. Calcule la longitud del segmento 
que une los puntos medios de BL y CN. 


A) a/4 B) a/3 C) a/5 
D) a/2 E) 2a/3 
Resolución 


Nos piden PQ=x. 


CL=CT=r y BT=BN=R 

Entonces, como el AABC es equilátero 
AL=R y AN=r 

Luego, ANBC = ARAB, caso (L.A. L.) 
BL=NC 


1288 


Aplicando el teorema de Euler en (ALNBC 
a^ RH Ger)? BÜANCH 4х2 
a! 2(R 3 e Rr) =2 (BL)? +4? () 
En el AABL 
(BL)! - R^ * (R+r)7-2(R)(R+r)cos60° 
(teorema de cosenos) 
(BL) -2R?  2Rr +r? - R?- Rr 


(BL) R^ e 2 + Rr (1D 


De (1) y (1) 


a 
x=- 


2 


Clave | р 


PROBLEMA N.? 68 


En una semicircunferencia de diámetro MN 
se trazan las cuerdas MP y NQ, las cuales se 
intersecan en T. Si (MT)(MP) + (NT) (МО) = 64 
y PQ=6, calcule (NQ) (MP) - (MQ) (NP). 


A) 64 B) 100 C) 96 
D) 24 E) 48 
Resolución 


Como nos piden (NQ)(MP) - (MQ) (NP) usa- 
mos el teorema de Ptolomeo en el \MQPN 
(MP) (NQ) = (МО) (NP) + (MN) (PQ), entonces 
(МО) (MP) - (МО) (NP) = (MN) (6) (1) 
Solo falta conocer MN. Como los cuadrilateros 
MQTH y NPTH son inscriptibles, aplicamos el 


teorema de la secante 


En MQTH 

NQ:NT=NM:n (П) 
En NPTH 

MP-MT=MN-m an) 


Sumando (11) y (Ш) 


MT + MP + NT + NQ = MN (m * n) = MN? 
— 
MN 
Luego, por dato 
MN=8 (IV) 
Finalmente, de (1) у (IV) 
(МО) (MP) - (MQ) (МР) =8 x 6= 48 


Clave | E 


PROBLEMA N.° 69 


En el gráfico, T es punto de tangencia. Si AD=30 


y AB=20, calcule VR? -r° . 


Relaciones métricas 


A) 441 B) 3411 

C) 4167 

D) V166 E) 4413 
Resolución 


Nos piden calcular VR? —r?. 


20 


Ак Из О (BB 
i R | 
y EA 


Si AD=30, entonces AO=OD=OT=15 


Como AB=20=BT, luego 
m<xOAT=m<«OTA = 379 


> AT=24 


En ABCE, del teorema de Marlen 
247 +r - 20 +R? 

Por ello 
R?-77=24?-207 
R*-1?=(24-20)(24+20) =444 


[n2 -r2 2a 1 


V 


Clave | А 
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PROBLEMA N.° 70 


En un cuadrado ABCD, en AD y AB se ubi- 
can los puntos N у М, respectivamente, 
BD ^ NC={P}; СМ ^ BD={Q}, m«xNCN=45° 
AN=6 y ND=2. Calcule PQ. 


1745 
EN 
1742. 
5 
16/5 
zo ae 


18/2 
5 


175 
5 


A) 


B) 


C) 


D) 


E) 


2 
Resolución 


Si AN=6; ND=2, entonces CD=8 


B 


Como la m«xNDQ=45°, 

por ello NQCD es inscriptible: 
m«NQC- 90%; QN=QC 

| 300 


También MPCB es inscriptible 
m«MPC-909; MP- PC 


En el ANDC, del teorema de la bisectriz 


Si NP =(y2, entonces 
PC = MP =4Ь/2; 
QC=QN=50 
MQ=3( 

MN =(334 


En el cuadrilátero inscriptible МАУРО, del teore- 
ma de Ptolomeo 


(4t42)(0 = x (0434) +(14/2)G30 
x -(17 


Pero 


NC = 5142 = 2417 


Clave | B 


PROBLEMA N.° 71 


Enel gráfico, T es puntode tangencia, mAT -379 
y MO=10. Determine la longitud del segmen- 
to cuyos extremos son los puntos medios de 
AN y MO. 


А) Al B) ч C) ло 

V41 V41 

лга ые. 
Resolución 


T: punto de tangencia 
Luego, la mxOTL=90° 
Además, LT//NM y mxOMN=90° 


Si OM=10; МА =6; AO=8 


Relaciones métricas 


o 
Como la m «LOT = m «LOB = = = 26°30' 


Si OM=10; MN=5 у ON = 545 
Como la mxOMN=90°, 
entonces la maNMH=37° 
Luego, MH=4 y NH=3. En el EL. АНА: 
(AN)?- (AH) * (HN)?- (10)? + (3)? - 109 
En OAMN, del teorema de Euler para cua- 
driláteros 
OA? - AM -MNH CON! - OM? - AN! - 4x? 


82 «6 +52 +. (5/5) =10? +109 4x2 


erc 
` 2 
Clave | D 
PROBLEMA N.? 72 


En el gráfico, AM-MC, ABCD es un paralelo- 
gramo, AN —5(ND), AM=3(MD), AB=5 y DE=2. 
Calcule AC?+BD?, 


A 
A) 870 B) 780 O) 578 
D) 785 E) 875 


antl 
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Resolución 


Sea AM=3a, entonces MD=a. 
С 


А 


Pero AM=MC=3a у BM=MD=a 
por ser M centro del paralelogramo ABCD. 
Piden АС2+Вр? 
(АС)2+ (BD)? = (6т)2+ (2m)? 
э (AC)?+(BD)?=40m? 
Si ND=a; entonces AN=5a y ВС= ба 
En todo paralelogramo se cumple que 


(АВ)? + (BC)? = ga? + AC?) 


(AC? - BD?) -2(AB^ BC?) 

(AC? - BD?) =2(5? + (6a)?) 

20m?—25 4-364? (D 
Del teorema de la secante 

(бт) (3m) = (6a + l) (5a) 230a? + 5а 
Pero a’ t= (5) (2) (teorema de las cuerdas), 
luego 

9т^=15а^+25 (II) 
De (I) y (1D 

8т2=175 

. 40т2=875 


Clave LE 
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PROBLEMA N.° 73 


En el gráfico, mAL=mLB, T es pun- 
to de tangencia AB=6, CT=2(BC) y 
(TS) (CO) - 4(OS)- 16. Calcule 5r. 


A 
L 
ане 
AN 
C 
О T 
A) 32 B) 16 C) 8 
D) 10 E) 12 
Resolucion 
Sea CT=2a=2(BC), de donde BC=a. 
A го с 
C 
2a 
r О r T 


Si m AL = m LB = g, entonces 
OS L AB y 
AS=SB=3 

Del teorema de la tangente 
(CT)?=(CA) (CB) 
(2a)?= (a--6) (a) 
 a-2 

Luego 


CS=5 y TC=4 


Relacianes métricas 


En el cuadrilátero inscriptible OSCT, del teore- m«GCB- 30° 
ma de Ptolomeo m<xOFG=30° 


(OC) (ST) = (05) (CT) + (SC) (OT) 


GCOF: cuadrilátero inscriptible, del teorema de 
(TS)(CO) - (OS) (4) +(5) (r) 


Ptolomeo 
Mg Т) x:m-(*m4 СО ту 
Del dato: x -t«(COS 
(TS)(CO) -4(0S) -16 
5r=16 Del dato: 
Clave | B uL (CO) V3 = 543 
3 


Como AB - (4/3, entonces 
(+(CO) V3 = 543 


PROBLEMA N.? 74 


Sobre la prolongación del lado BC del triángulo 


equilátero ABC se ubica el punto O, luego se 2 x55 
traza el triángulo equilátero GEF, donde G y q 
O son baricentros de dichos triángulos (F 
| с 
exterior relativo al lado AC). Clave 


Si a +(CO)V3 = 5453 , calcule FC. 


PROBLEMA N.° 75 


mNB 


A) 443 В) 343 С) 543 En el gráfico, m ЕК =45°+ 


D) 743 E) 643 с 
$ (AE) (AL) =2(LK)°; ae = 4 y EK=2(LK) 


Resolucion LE 
Halle —. 
KA 


A 


A) 2/3 B) 3/2 C) 4/3 
D) 3/4 Е) 1 
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Resolución E 


A) 2412 + (2 


B) V2n? + (? 
C) Vnt 
D) Vn? +0? 


E) 2/nt 


Del dato: m «ELK = Apo =0 Resolución 


En el cuadrilátero inscriptible EALK, usando el 
teorema de Viette 


LE _ (LAMLK)+(AEMEK) 
КА (KLMKE)+(AEJAL) 


LE a-AL*2a- AE 
KA 2a? +2а? 


LE aQAE*AL) _al4a) | 


KA 4a? 40 
Aplicando el teorema de Marlen en el cuadra- 
ClveLE do ABCD 
04?+0C*=0B*+0D* () 
PROBLEMA N.? 76 Siendo 
Ср=СО=п 


En el grafico, ABCD es ип cuadrado. Siendo Т, 
D, P у Q puntos de tangencia, CQ=n y AT=0; 
calcule BP. Si OP=0T=0D=r; A, D y O son colineales. 


> AB=BC=AD=n 


1304 


Relaciones métricas 


En (I) 

(nr)? (PF +n?) = G^ +17) 47 > 2n?+2nr=x? (П) 
En el ОАТ 

(ntr) =r > п?+2т=@ (Ш) 


De (Ш) en (П): п2+02=х2 


. xs un? + (2 
Clave | P 


PROBLEMA N.? 77 


En el gráfico mostrado, BN=4; ВМ=2 y m«PBN-45?, Halle BP. 


A) 32 
B) 243 
C) 42 
D) 4 

E) 246 


i2 
Resolución 
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Tenemos 
Qe €, y Qe 6 
m« SPM —-m«QAM-0 
m<xSPN=M<xQCN=a 


m«xMPN=a+6 


pero en el E. ABC 


a+6=90° 


LO PMBN: cuadrilátero inscriptible 


m«PMN-mx«PBN - 459 


Análogamente, m«PNM —45? 
Si MP=NP=a 
> М№=а = 2 


Aplicamos el teorema de Ptolomeo en PMBN 
(2) (а) + (4)(a)=x(av2) 
х= 342 


Clave | А 


PROBLEMA N.° 78 


En un triángulo ABC, I y O son el incentro 
y circuncentro, (AB)(BC) 227 y m«BIO- 90^. 
Calcule BI. 


A) 2 B) 3 C)4 
D) 5 E) 6 
Resolución 


Por condición: (AB)(BC)=27 y m«BIO-90*. 


1306 


Si O es circuncentro, entonces al prolongar BI 
BI=IM=x 
Pero MA-MC-IM-x (por propiedad del 
incentro) 
Aplicamos el teorema de Ptolomeo 
(2х) (AC) = (AB) (x) + (BC) (x) 
2 (AC) = (AB) + (BC) (D 


Aplicamos el teorema de Viette 
(2x) (AB)(BC)+ (x)(x) 
(АС) (AB)(x)+(BC)(x) 


Qx) 27+х2 7 
(АС) x(AB BC) an 


De (1) y (II) 


2х 27+x? 


AC xQAC) 


4x? -274 x? 


. x=3 


Clave | B 


Relaciones métrica: 


PROBLEMA N.? 79 Datos: 
2 2_ 
En el gráfico, (AT)? -(CL)?=a; (TC - (LA =b. (АТ) - (CL) =а 
Determine (BT)?- (BL)? (ТС)?- (LA -b 
DT-DL-R 


Del teorema de Marlen 
AT--TCI-BT? +R? (1) 
CL?+AL7=BL? +R? (П) 
Restando (1) у (11) 


(Ar? -c2)+(7c? – AL) «Gyr? - BR) 
——M— 0 ——— 


a b 
~ BT’-BL?=a+b 
Clave | с 
А) b B) “= 
PROBLEMA N.? 80 
C) а+Ь 
En el gráfico, Q, P, M y T son puntos de 
D) a-b E) Jab tangencia, m LPN = 115° y Л7(ЕЕ)+ FT = 7. 
Calcule FM. 
Resolución 


A) 7/4 B) 7/3 C) 14/3 
D) 7/2 E) 7 
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Resolucion 


B 


En el Ё TBA: 


o 
m «TBA = E 


Como la mQT = 90%, entonces 


53° 909-mQL 


2 2 


mQL = 37° 
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Como la mQP = 90°, entonces 
mLP=530 
Del dato: 
m LPN = 115°, entonces la m PN = 62°. 
Pero también la 
mPNM= 90%, entonces m NM = 289 
Luego, maMTN= 14° 
En el A MET: (notable de 14° y 76°) 
ME=a: ЕТ=4а y MT = а\17 


En el cuadrilátero inscriptible TFEM aplicamos 
el teorema de Ptolomeo 


(x)(4a) = (а)(ЕТ) + (a 17) (EF) 


Finalmente 


4x = J17 (EF) + FT 
VI EF) + FT 


Y del dato, 4x=7 


Clave | А 


Capitulo 


ЕРКЕ, RETI 


Potencia y ' 
EI radical | 


Pa nang 


Existen problemas en donde al aplicar el teorema de las | 
cuerdas a dos circunferencias, estas obtienen el mismo va- | 
or. Esto nos sugiere analizar si para las dos circunferencias 


existe un conjunto de puntos en donde al aplicar a ambas 

un mismo teorema, como el de las cuerdas, el de la tan-, 
gente o el de secante, estas toman los mismos valores. А 

estos productos resultantes se les llama potencia, donde el 

conjunto de puntos forma una recta llamada eje radical. 


En este capitulo emplearemos el concepto de potencia 
de un punto interior o exterior respecto de una circun- 
ferencia, asi como el lugar geométrico de puntos que 
tienen igual potencia respecto de dos circunferencias, 
denominado eje radical. 


PROBLEMA N.° 1 


Enel grafico mostrado, T es punto de tangencia. 


Calcule la potencia de P, respecto de @. 


A) R? B) 2R? C) 3R? 
р) 462 E) 8R? 
Resolucion 


Nos piden Pot. P(@). 


Pot. P(C) = (РТ) (PQ) 
> Pot. P(@) = (2a) (b) 


En la semicircunferencia, por teorema 
(O,P)?=(PM)(PQ) > R?=ab 
. Pot. P(@) =2R? 


Clave | В 


PROBLEMA N.° 2 


Dado que ABCD es un trapecio rectangulo (rec- 
to en B y C), las prolongaciones de BC y AD 
se intersecan en Р у 1а circunferencia circuns- 
crita al triangulo ABC interseca a PD en Q. Si 
PQ=QD y (AB) (CD)=36, señale la potencia de 
P, respecto de la circunferencia mencionada. 


А) 6 В) 12 С) 18 
D) 36 E) 72 
Resolucion 


Nos piden Pot. P(€). 
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Dato: Resolución 
* (AB)(CD)=36 > ab=36 Piden ON=x. 
* PQ-QD 
En €, la mxAQC=mxABC=900 
CQ L PD 
Luego, en el APCD 
m«CPD=m4CDQ=45° 


En el œ PCD: PC=CD=a 
En el E. PBA: PB=BA=b 


Pot. P(^) = (PC) (PB) 


Pot. P(@) =ab Pot. А(®,)=24?, entonces 
25.3372 
. Pot. P(C)=36 5—0 (0 
En el E.ONO;: x^- (R-7)?-:? (11) 
Clave] D Por el teorema de las proyecciones ortogonales 
en el AOAO; 
(?—(R-r)?=(R-1)?-r? 
PROBLEMA М.° 3 (? 2(R-r)? -? 
En el gráfico mostrado, M y N son puntos de U-?-X(-»-n (Ш) 
tangencia y la potencia de A, respecto de @, Reemplazamos (I) y (II) en (III) 
2 
es 2a". Calcule ON. 2a2=2x? > ay? 
~ x=a 


A 


Clave | с 


PROBLEMA N.? 4 


En un triángulo ABC, de ortocentro H y circun- 
centro О, M es el pie de la altura trazada desde 
B. Calcule (OA)?- (OH)?, si (HB) (HM) =8 u. 


A) 2a B) aJ2 C) a A) 2и? B) 4u2 С) 8u? 
D) аЗ Е) а/2 р) 16 u? E) 32 u? 


Potencia y ege radica. 


Resolución Por dato: (HB)(HM)=8 u?, entonces 
Nos piden (OA)? - (oHY". ab=8 u? 


Teorema 


Que Por teorema: 
(OA)?— (oHy! «n? -d? к? -d?^— (BH)(HQ) 
H: ortocentro del AABC, entonces К? -d*-2ab-16 v? 
HM-MQ-b л (ОА)?- (OHy!-16 и? 


Clave | D 


PROBLEMA N.° 5 


Sobre el radio OA, de una circunferencia de centro O, se ubica un punto P por cl cual se traza una 
recta perpendicular a OA y una cuerda BC (P en BC). Si AB y la prolongación de AC intersecan a dicha 
recta perpendicular en M y Q, respectivamente, halle el radio. Considere que PM -2, PQ=4 y PO=1. 


A) 2 B) 3 C) 4 D) 6 E) 9 


Resolución 
Nos piden R. 
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Datos: 
MP=2, PQ=4 y OP=1 
Pot. Р(#) = К? – (ОР)? 
Pot. P(€) =- (R?- 1) (I) 


Sea тА =mAD= 2y, entonces 


mxADL=y y 
m«DCQ-Yy 
Además, m«MBP-m«ADC-m«PQC-0 


ABPM ~ AQPC 
mad => ml=8 
4 € 
Pot. P(@) =-ml 
Pot. P(@’) =-8 (H) 


De (1) y (II) 
R?-1=8 
~ R=3 


Clave | B 


PROBLEMA N.? 6 


¿Qué punto notable de un triángulo es el cen- 
tro radical de las circunferencias cuyos diáme- 
tros son los lados de dicho triángulo? 

A) incentro B) baricentro 
C) ortocentro 
D) circuncentro E) excentro 
Resolución 
Nos piden determinar qué punto notable será 
el centro radical de €, G y «^ para el trián- 
gulo ABC. 


IET 


7, : eje radical de € y ©, 
ГД eje radical de Hy 43 
Fy: eje radical de 7^ y #1 
Como los lados del triángulo son diámetros de 
V^, €, y ©, cada recta contiene a una altura 


del triángulo y las alturas concurren en P. 
P: centro radical de 4^, @ y 6 


Por lo tanto, el centro radical de €, @© y €, 
será el ortocentro del triángulo ABC. 


Clave} с 


PROBLEMA N.? 7 


En un trapecio isósceles ABCD (BC// AD), M 
y N son los puntos de tangencia de la circunfe- 
rencia inscrita con los lados AB y CD, respec- 
tivamente. Sea RT la base media del trapecio 
(T en CD); RT=m y RM=n. Indique la suma de 
potencias de A, B, Cy D, respecto a la circunfe- 
rencia. (AD > BC) 


A) 2mn B) m-n 
C) 4(m n?) 
D) 4n^-m? E) 4m?«n? 


Resolucién 


Piden S: suma de potencias de A, B, C y D res- 
pecto a €. 


Pot. A(@) =a? 

Pot. (e) =b? 

Pot. B(€) -b? 

Pot. D(C) =a? 

> $=2(a?+b*) (1) 
RT: base media del trapecio ABCD 


AR=RB; a-n=b+n, luego 


a-b=2n m) 
BC+ AD 2b+2a 

m=————; m= 

> atb=m (п) 


Рог identidad de Legendre 
(a+b)’ + (a—b)*=2(a’ +b’) 


Reemplazamos (1), (II) y (III) en la identidad 
т2+ (21)2=5 


~ S=m?+4n? 


Clave | D 


Potencia y eje radice 


PROBLEMA N.° 8 


Sean dos circunferencias tangentes exteriores #1 
y €, (tangentes en T); además, A y B equi- 
distan del eje radical de dichas circunferencias 
(Ae Gy Be @). Si ABN G@={P}; T es la 
proyección ortogonal de A sobre el eje radical 
y тТР = 53°, indique la razón de radios. 


A) 1 B) 2 C) 3 
D) 3/2 E) 1/4 
Resolución 
Piden a 


L7 radical 


Dato: 


o 


mTP 253 > marap= 57 


A y B equidistan de Ë, entonces 
BG=AT=2r 


En el A MTA: notable de => 


AT=2r — MT=r 


De igual modo GM=r. 
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GB=GT y T: punto de tangencia; entonces B 
sera también un punto de tangencia. 


Luego, mxOBG=90° 
LIOBCT: cuadrado, entonces 
R=2r 
R 


ос Еб 
E 


Clave] B 


PROBLEMA N.? 9 


En el gráfico, T es punto de tangencia; la razón 
de potencias de О y P, con respecto a €^ es 4 y 
PA=1. Señale AB. 


A) 1 
B) 2 
C) 3 
D) 4 
E) 3/2 


Nos piden AB=r. 
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Dato: 
Pot. Q(7) _ (то)? 
Pot. P(e) (РТУ 
Luego 
TQ=2(TP) 22a 


T: punto de tangencia 
=> mxATP=m<TCP=0 
m<xTQB=m<«xTCB=0 


Notamos AT//BQ, por corolario del teorema 
de Tales en el ABPQ 


Clave | B 


PROBLEMA N.° 10 


Según el gráfico, P, T y S son puntos de 
tangencia. Si PT=5; TM=4; MC=3; BT=BS y 
AQ//TB, indique CQ. 


A) 3 
D) 6 


B) 4 


C) 5 
E) 9 


Resolución 

Nos piden CQ=x. 

Por dato: BT=BS —= Рог. B(@,)=Pot. B(G) 
Del dato: AQ//TB 


m«MTB = m«xMQA -0 


Veje 


radical 


PROBLEMA N.° 11 


Potencia y eje radice 


Q) 


APAQ: PA=AQ 


> Pot. A(G)=Pot.A(@) (II) 


De (1) y (1) 
A y B determinarán el eje radical 
de @ y €, entonces 
Pot. M(F,)=Pot. MCA) 
4(4+5)=3(3+x) 
> 36=3(3 +x) 
. x=9 


Clave | E 


En el grafico mostrado, T es punto de tangencia. Calcule x. 


A) 90° 
B) 60° 
C) 75° 
D) 45° 
E) 105° 


A 
V 
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T 
Resolución 


Nos piden x. 


A eje 


radical 


Ge 7, entonces 
Pot. G(@,) — Pot. G(;) 
(PG) (GO) = (TC) (GM) 


la Recuerda 


Teorema 


PO 


Si (AP) (PC) = (BP) (PD), entonces 
a=B 

Luego, por teorema 
maxTPG=m<xGMO, 
> a=0 


s x=90° 


Clave | А 
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PROBLEMA N.° 12 


En un triángulo ABC, de incentro I y excentro 
E (relativo а BC), @ es la circunferencia cir- 
1 1 1 


— t — =. 
Рог. I(C) Pot. E(*) K 
Determine (AB) (АС). 


cunscrita y 


1 
A) — В) К C) -K 
y ) ) -K 
K 
D) -2K E) — 
› © 
Resolucion 


Nos piden (AB) (АС) =xy. 


[, E: incentro y excentro del AABC 


Dato: 
1 1 1 


— —— p 
Pot. 1(@) Pot.Elr) K 


1 1 1 
— + == 
—ab bla+2b) K 
Luego 
a(a+2b) =-2K (1i) 


Del gráfico, ЛАВІ ~ AAEC 


x a 
р УОИ) (П) 


Fotencia y eje radical 


De (1) y (II) Pot. А(#)=(АТ)2= (2 (1) 
xy =-2K 


Por teorema de la tangente 
(AB) (BC) =-2K 


ml) (TO?- (CN)(CB) 
lave 
10-50 
2 
PROBLEMA N.? 13 
ый 
Еп un triángulo ABC, la circunferencia @ = [аз (10 


pasa рог В у es tangente a АС еп Т, tal que 
CT= 2(AT); ademas, @ interseca a BC еп № De (1) y (II) 
(BN= NC). Si BC=a, señale Pot. A(@). 


(- E 
2 2 2 Pot. А(@)=— 
a a a 8 
ws B pee oe 
A) 2 ) 4 C) 6 
2 2 Clave | E 
D) E E) e 
3 8 
Resolución PROBLEMA N.? 14 
Nos piden Pot. A(@) En el gráfico, AM=MB. Si R=3 y r=2, calcule 


la potencia de M respecto de la circunferencia 


b. de centro O. 


Pot. P(4)-U 


Т: punto de tangencia 


D) 1 E) -5 
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2 
Resolución 


Nos piden Pot. М(@) 
> Pot. M(€* )—- (AM)(MB) =- (2 


Еп el М БАЕ: (AF)? 422-5? > AE = 421 
En el MKEBF: ВЕ=3; EF-5 => EB=4 
Por teorema de Ptolomeo en el A EABF 


(4)(J/21) =(2)(3)+(5)(20) > А 
ац 
5 


ap 


- Por. M6) = -| 
Clave] с 


PROBLEMA N.? 15 


Segün el gráfico, las semicircunferencias son congruentes. 
5 
Pot. P(@,) 


Si T es punto de tangencia, halle Pot.Q(é,) ; 


9 
А) z B) ; C) -= руз Е) E 
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Potencia y ejeradica! 


Resolución 


C 
q 9 === 0 21 —' 


Pot. P(€ 2 
Pot. P(@,) =—m?; Por. 0(6)=- > PEPA) E) 


Pot.Q(@,) | 
NA др NE П 
TAO AO OC ak 3 
осоне D 
b. AQC ~EXATD: TD m e — TD=r=5a 
En el E. АРВ: m?=r -a= (5a? -a? > т= 2446 @) 
Еп el сон: (?=(5a)?-(3a)?> > б=4а (П) 
m 2ave V6 
De (D y (1D: xu io 
Pot. P(C) 3 


Pot.Q(€,) 2 
Clave | B 


PROBLEMA N.? 16 


En el gráfico, T, P y Q son puntos de tangencia. Si AB=a, calcule BT. 


A)a 
B) 2a 
C) 3a 
D) 3/4a 
E) a42 
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Considere a O como el centro de la circunfe- 
rencia menor. 


Resolucion 
Nos piden BT=x. 


/ A) 60° B) 90° С) 80° 
r D) 100° E) 120° 
Resolución 


Nos piden x. 


R. 


0 

Por teorema de la tangente: (ВТ)2= (BP) (BQ) 

> х?=(ВР)(ВО) (D T 
MB: diámetro — m«xMAB=90°, entonces : 
A es punto de tangencia en @, ' 
ОВ: eje radical de € y € : 

Pot. B(@,) - Pot. В(@) v 

poe 
n x=a Del dato: 

Sea m MN = m АТВ= 0 
Clave l A 8 
m«QAB-m«AMQ-, э QA=QM 
Pot. Q(G) = Pot. Q(G); F; 
PROBLEMA N.° 17 Sb QUE) Fol CURE e 
Se tienen dos circunferencias tangentes inte- 7 es el eje radical de V, y €; 
riores (tangentes en T). En la circunferencia Luego 
mayor se Haza una cuerda AB secante a la cir- QT=QM=QA=1 
cunferencia menor en М y N (Me AN), tal que Р 
тАТВ= т МА. Si las tangentes trazadas por T y Nei puntos Че tenpenera 
A y Ma las circunferencias se intersecan en . x=90° 
Q, halle la medida del ángulo determinado por 
Clave] B 


TM y OQ. 
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: Potencia y eje radical 


PROBLEMA N.? 18 Por dato, A pertenece al eje radical de @ y ©. 
Si T, Py Q son puntos de tangencia y A perte- Entonces 
nece al eje radical de €, y €5, calcule m RQS. AP=AT=AQ=1 


mxAPQ=mxAQP=0. 
En el APAQ: 2(0+6) =180° 

о+В=90° (1) 
A: circuncentro del ATPQ, entonces 


m<PAQ _ 


m «QTR = 
Q 2 


В 


О: punto de tangencia, luego 


M<XSTQ=MxSQA=% 


m«STR-o4f (ID 
A) 120° B) 2400 De (y. qp ре 
С) 150° maSTR = 90°= 1893 
D) 180° E) 135° 
m RQS = 180° 
Resolucion 


— Clave | р 
Nos piden mRQS. 


PROBLEMA N.? 19 


Sean ©, y €, dos circunferencias exteriores y 
4 y F dos rectas paralelas tangentes a е 
y €, еп Ру 5, respectivamente. PS interseca 
a «€ en Туа €, еп О; la recta tangente a €^, 
trazada por T, interseca a 7, en A y una recta 
tangente a (5, trazada por Q, interseca a UA 
en C. Si AC NTQ={N}, PT=5, TN-4 y NQ=3, 


calcule QS. 
A) 8 B) 10 C) 12 
D) 9 E) 6 


373 | 


Lumbreras Editores 


Resolución 
Nos piden QS=x. Del dato: 
5, // X. 


P, T, Q y S, de acuerdo al dato, son puntos de 
tangencia. 
Luego 
AS=AT y CP=CQ 
AC: eje radical de €4 y G 
Pot. N(4) «Pot. №) 


4(4+5)=3(3+x) 


eje radical ^ PES 


Clave] D 


PROBLEMA N.? 20 


En el gráfico, A; В; С; Р; E; F; С y Н son puntos de tangencia. 
Si Pot. P(@,) - K, señale Pot. P(F;). 


A) K B) 2K C) -K D) KV¥2 E)-2K 
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Potencia y eje radical 


Resolución 
Nos piden Pot. Р(@,). 


Según dato Pot. P(@,)=K 
A, B, Cy D: puntos de tangencia 


€, = Hom. “(> J 


н ОР К R 
OE//O'E' y o rp? E' = hom. E(P; E) 
Luego, P, E, F y E' serán colineales, análogamente P, H y G serán colineales. 
FG = Hom. FO! P; £ ) > ЕС//Е'С' 
т«РЕС'=т«РЕС=ү 
El (DEFCGH será inscriptible. 


(PH) (PG) = (РЕ) (РЕ) — Pot. P(@,)=Pot. P(G) 
* Pot. P(@)=K 


Clave | А 
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Capitulo 


see 17 


Polígonos regulares : 


Las estructuras metálicas de puentes, brazos de gruas, o 
monumentos como la torre Eiffel, requieren una distribu- CM Е! 
ción homogenea o regular para alcanzar una mayor rigi- d 
dez o estabilidad. Por ello se recomienda cl uso de las 

vigas que forman poligonos regulares. 


Tambien la naturaleza nos muestra a diario. objetos que 
toman la figura de polígonos regulares, pero este hecho 
obedece a condiciones particulares que tienen una expli- 
cación cientifica (panal de abejas, celdas iónicas, etc.). 


Los problemas resueltos abordan las propiedades y teore- 
mas del triángulo equilátero, cuadrado, pentágono regular, 
hexágono, octógono, decágono, dodecágono regular, así 
como la relación entre radio y apotema de los poligonos 
regulares de n lados y 2n lados. 


PROBLEMA N.? 1 


En un cuadrado ABCD, inscrito en una cir- 
cunferencia, se traza PQ paralelo a BC (P yQ 
en la circunferencia), que interseca a BD en 
Е. Si PF=a y FQ=b, calcule el circunradio del 
cuadrado. 


2 
a? +b? 
C) 6 
D) E) Ja? +b? 
4 
Resolución 


Nos piden R. 


Capítulo 17 seth 


Poligonos regulares 


Se traza FP LPQ 

тВР? = mBP =a 
Del dato: BC//PQ 

mCQ -mPB- 

FP=FP'=a y mP'Q=90° 
Luego 

P'Q == RJ2 
Del IX P'FQ 

2 
(42) =a? +b? 


a? +b? 
2 


R= 
Clave | р 


PROBLEMA N.? 2 


En un polígono regular de n lados, cuyo apo- 
tema y lado miden ! y 20, respectivamente, se 
traza otro polígono regular de n+2 lados, cuyo 
lado mide 6. Calcule la mayor distancia de un 
vértice a la recta que contiene a dos vértices 
que determinan un arco de medida 120°. 


A) 6 B) 8 C) 7 
D) 5 E) 9 
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Resolucion 


m «A,OA) = a, = Se 90° 
n 


> n=4 


Entonces, el poligono regular de n+2 lados es 
un hexágono regular (n+2=6), donde 
06=6=6 


Como la mCDE = 120° 


СЕ= (, y la distancia de O a CE es el арз 


(3= RV3 y ap, == 
> ap3=3 


^ d=R+ap,;=6+3=9 


Clave E 
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PROBLEMA N.? 3 


En el gráfico, CM=CK y ABCD es un cuadrado. Si 
PK es la sección áurea de PA y PK=1, sefiale PE. 


A) 2 B) 1,5 Суы 
D) 5 Е) 9 
Resolucion 


(PK: sección áurea de PA) 


_V5+1 4541 
2 2 


PA > R 


En el cuadrado ABCD (СМ=СК) 
> mxAKD=mxAMB=63% 


En 2AMCK: mxMAK+90°=63°+ 63° 
=> maxMAK=36° 


Luego EP == (2) 


Clave | с 


PROBLEMA N.? 4 


En el gráfico, AB=5, AC=13 y m«NMC-75*. 
Indique EN. 


B 
M 
E 
T 
A) V3 В) 42 С) 243 
D) 242 E) 3 
Resolución 


Si АВ=5; AC=13, luego 


Y йз regulares 


Aplicamos el teorema de Pitágoras en el ln ABC 
52+ВС2=132 > BC=12 
Aplicamos el teorema de V. Poncelet 
54+12=13+2R 
> R=2 
m EM = 90° 
=> m«xEMB=45° 
Si la mx NMC-75?, luego la m«EMN 60? y la 
mEN =120° > EN-(- RÁ3 
Como R=2 


- ЕМ№ = 24/3 


Саме | с 


PROBLEMA N.° 5 


Según el gráfico, R=3V10 y r= 2/10. 
Calcule la potencia de N, respecto de la circun- 
ferencia €. 


A) 480 
D) 520 


B) 540 


C) 580 
E) 460 
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Resolución Finalmente 
Del dato: Pot. N(@) =15(36)=540 
R=3V10 


r=210 Clave} B 


PROBLEMA N.? 6 


Si la diferencia de las longitudes de los lados 
de dos hexágonos regulares circunscrito e ins- 
crito en una misma circunferencia es (2— V3), 
calcule el apotema del polígono regular de ma- 
yor longitud. 


E в 2 C) Зз 


| p 2 p УЗ 
O, P, O son colineales, entonces 4 6 


Oj0 25/10 y OT = 3/10 Resolución 


En el E OOT Nos piden OX=x. 


Or = Jo,0? - or? = 4410 A H B 


También el AAO,P ~ А МОР 


AP 2/0 2 
PN 3410 5 


Entonces, AP=2m; NP=3m 


Nos piden 


Pot. N(€) =NAXNP=5mxX3m=15m?, 


y se requiere conocer т^. 


En el BANH АВ=(6=Е 
AN?=AH?+ HN? OH-x-apg(A'B'...) -R 
2 2 
(5m) = (9410) « (3410) x 
A'H=HB'=——=  AB-itx43 
25m?=900 Уз 3 
т?=36 Del dato: (A'B') -CAB) - 2-43 
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Reemplazamos valores 
(x 3= x) =2- 3 
3 
x50. 4)=2-4 


х = v3 


Clave | с 


PROBLEMA N.° 7 


En una circunferencia, de radio V2, se ubican 
los puntos consecutivos A, B, C y D, tal que 
АС= 6, BD=2 у mAB=mBC. Calcule la 
medida del ángulo entre AC y BD. 


A) 30° B) 45° C) 60° 
D) 90° D) 120° 
Resolución 
Nos piden x. 


BD-2-R42-0, э mBD=90° 
AC = 46 = RV3 =0, 


20=120° => a=60° 


> mAC=120° 


Polígonos regulares 


Como 


mBD=90% > mAD=30% 


Luego 
a+30° 90° 
x= =e 
2 2 
`. x=45° 
Clave | B 
PROBLEMA N.? 8 


En un triángulo rectángulo ABC, recto en B, 
se tiene una circunferencia inscrita de centro 
O, donde M es el punto de tangencia con BC; 
AB=5 y AC=13. Luego, se ubica L en MC, tal 
que la potencia de L con respecto de la circunfe- 
rencia inscrita es 4(7 + 44/3). Señale m«MLO. 


A) 15° В) 27° С) 30° 
D) 18° E) 36° 
Resolucion 
Nos piden x. 


Pot. L(€) -4(24443) -4Q 3). =LM2 


LM =2(2+ v3) 
En el SABC: AB=5, AC=13 > BC=12 
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Aplicando el teorema de Poncelet Resolución 
5+12=13+2r э r=2=0M 
Prolongamos OM hasta Q, de modo que 


MQ=2 y LQ=LO=p 


En el E: OQL 
00. 2 hy 
ML 2*43 a, 
19] 
pe 360 
12 
x=15° 
|А сем 
Ove Si la mAB = 60°, entonces 
m<xAOB=60° 
o 
PROBLEMA N.° 9 O,N=NO,=r=6 


Segun el grafico, mAB=60° y r=6. Indique En OAO,05B: m«A0,0;—m«BO50, = 150° 
PL. (А, B, My К son puntos de tangencia) 
m<NO,M=90° y ma:MOjB- 60? 
El A MO,B: equilátero, luego 
ma MBL- 30° 
En el ARPM: RM=12 


> РМ= 443 
BP =p = BM+4V3 


Pero BM=6, entonces 


A) 24342 « 3 BP = 6+ 4/3 = 24/3(2 + V3) 

By2J2 5 242 En el ABPL: PL =t,,=px/2— v3 

с) 2422 PL=2 Bl +8)/2-=43 

D) 243 /2-43 PS AE 

E) 22-42 Clave] A 
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PROBLEMA N.? 10 


En el gráfico, AB=2r=8 y mxOO,P=9°. 
Halle AN. 


А) 2410-245 
B) 2/104 24/5 
С) 410+ 24/5 
D) 410-245 
E) 2(¥5 +1) 


Resolucion 


Piden AN=x. 


También 


AB=2r=8 
ә 154 m «MON = m «MON = 20. + 18°= m MN 
Sea la mxPO,N=a, luego 

| mAM« m NB 


= 90 
2 +0 


m<MO,O=m=x00¡N=9%+ a 9 
Como О,М=О|Р=О\М, entonces — 
Pero mAMB - 180? 
_ mxMOjN 


9 bs 2(20- 18°)=180° 
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Luego, a=36° 
m PN = 36° y 
m«NMP-18? 
Luego 
m NB = 36° y m«NAB-18? 


apio - 10248 


E 02d 
Clave | B 


PROBLEMA N.° 11 


En un triángulo ABC se traza la ceviana inte- 
rior BD, tal que AD=BC=a, mxBCA=54° у 
mxABD=63". Calcule AC. 


A) aJ10- 245 
B 2/0245 
ENTE 
D) av10+245 
E) 24410245 
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Resolución 
Nos piden AC=x. 


Trazamos DE de modo que DE=DB=m, entonces 
m«DEB-63? y m«EDB-54? 
En el ADBC 
m«xBDA=54°+a ә m«ADE-a 
Luego, el AADE = ACBD (L.A.L.) 
> mxDAE=m«xBCD=54° 
Luego, en el AABC 
m«ABC-72? y AB=BC=a 


B 
СУ 


А x=, 


AABC es el triángulo elemental de un pentá- 


gono regular. 
l= 510 - 24/5 
а 
х= 010-245 


Clave | € 


PROBLEMA N.? 12 


En el grafico, 3[Pot. K(%,)]=-—Pot. А (@)=-36 


mKN = 120° y KS - 43 . Calcule x. 


Resolución 


Nos piden x. 


mKN 21209 > KN=(,=xV3 


3[ Pot. K(G)]=-Pot. A(G) 


> 3[-ab]=-a(at+ 
3b=a+b — 2b=a 
Del dato: Pot. К(@,)= 
> -(2b)(b)=-12 
b-J6 y a-246 


b) 


-12 


Polígonos regulares 


Pot. K(G)=-a-b 
~(v3)(xv3)=-(2v6)(vé) 
3x=12 

. x=4 


Clave | € 


PROBLEMA N.? 13 


En un hexágono regular ABCDEF se ubica en la 
región exterior, y relativa a EF, el punto P, tal 
que m«APD-90*, PD=a y AP=b. Calcule BP. 


a +b \ЗЬ + a 
2 B 3 


V3b +a 
2 


УЗа +b а+Ь 
3 2 


A) 


C) 


D) 


Resolución 
Nos piden BP=x. 


m<xBAD=60°, mxADB=30", entonces 
mxABD=90° 
También si АВ=(, luego 
BD =0/3 y AD=2( 
3371 
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Como el cuadrilátero ABDP es inscriptible 
aplicamos el teorema de Ptolomeo: 


(x) (28) = (a) (0) + (bd (03) 


Luego 


3 +а 
2 


Clave | € 


PROBLEMA N.? 14 


Se tienen un octágono regular ABCDEFGH 
y el triángulo equilátero BDK, tal que K se 


ENT : Е HK 
encuentra en la región interior. Señale С 


А) Ja- 242 - 248 +45 
B) J4- 43 - 242 +6 
C) J4- 3 - J2 « Je 
р) J4«242 - 243 - J6 
E) 4+ 3 + 2 - J6 


Resolución 
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En el octagono regular se cumple que HBDF es 
un cuadrado 


> HB-BD-M, maxHBD=90° 
Luego, ma:HBK — 309 


НК _ Ly 
FG bs 


= RV2- 
Li =l¿v2- V3 
L = RJ242 - J3 


Reemplazando tenemos 


(= RJ2 


нк _ RJ242- 43 
FG R92 
HK _ mpeg 
CNO Dao 


(2.— /3)(2 + 42) 


BE. 453.498 2:2 545 
ЕС 
Clave | P 


PROBLEMA N.° 15 


El circunradio y el apotema de un polígono re- 
gular miden R y a. Calcule la longitud del apote- 
ma de otro polígono regular del doble número 
de lados que el primero, si a su vez los perime- 
tros de las regiones que limitan son iguales. 


R+a R+a 
A 
) Rta B) 3 C) 2 
2 
р) Е+2а E) =e 


Resolucién 


Nos piden x. 


„п lados 


2n lados 


Cuando el numero de lados se duplica, la me- 
dida del arco correspondiente a cada lado se 
reduce a la mitad. 


Por semejanza de triángulos rectángulos 
a гс 
awe 
2 2 


Por dato, los perimetros son iguales 


x -(r)« +R) 


( 1 
1= (2п)( = |= = 
nL- Qn) > (2) 2 
a+R 
x= 
2 


Políganas regulares 


PROBLEMA N.? 16 


El circunradio del pentágono regular ABCDE 


mide К. Si EN Z2 ND—R 3 2 halle x. 
B 
A C 
E D 
A) 45° B) 539 C) 609 
D) 75° E) 72° 
Resolución 


Sabemos que 


= 3 410-248 =R x 


y del dato 


EN = № = ee 


Entonces, el triángulo END es equilátero. 
B 
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Como BC=CD y m«xBCD=108° Resolución 
> mxCBD=mxCDB=36" 

También, mxBCA=36° 

Como mxCPD=mxPCD=72° 
DP=DC=0, — DN=DP=DC=(; 


_ma«CDN _ 36°+12° 
2 2 


= 24° 


Luego, en el APCQ 
х=249+36° 
. х=60° 


Clave | € AjA5=AA7=AgAy=d 


AS 
Sa 
SA; 


Pero A3S+SA5¿=A3A5 


PROBLEMA N.° 17 


En el gráfico, AyA2A 3A4As... A, son los vértices 
L A +1)=d 

de un poligono regular de n lados y = = а. Аа) 
.  A;Ag ? En el АУМА» 
Determine E (L y N son puntos de tan- 


2_ : 
gencia) ie ie den 


Dod 


— 
a41 а+1 


En el cuadrilátero inscrito A54547Ag: (teore- 
ma de Ptolomeo): 


2 d 
d = бк це (D 
a 


Dividimos la expresión (I) entre р? 


dort 5 1 ) ( 
-у=-+—- > -=a 


ror r\a+l r 


а= 45% 
r 


A) a/2 B) 2a C) 2a/3 


D) a E) a/4 Clave | р 
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Polígonos. regulares 


PROBLEMA N.? 18 i (£=) Р 
= r= 
En el grafico, si mAC =108° y r(AC)=R(PQ), 2 
AIT o 
calcule mNL. TS 360 
10 
a=36° 


Clave | В 


PROBLEMA N.? 19 


En un hexágono regular ABCDEF, de centro O, 


se traza interiormente un cuadrado CDMN, de 
centro O}. Si AB = 242, calcule la longitud de 


A) 30° B) 36° la proyección de OO, sobre AO. 

С) 44° Б 

р) 54° Е) 58° A) 342-46 B) = 
Resolución С) 342 - 43 
Nos piden mÁL=0 2 

5 342 - Jo E) 342 - {6 
2 3 
Resolución 


Nos piden OS. 


Del dato: 
PQ AC 
Y R 
mAC -108 > ac B6B 20 
РО 531, PQ=rH 
r 2 
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Como ABCDEF es ип һехаропо regular, sus 
diagonales se intersecan en O. 
Siendo AOB; BOC; ...; AOF triangulos equilate- 
ros de lado 2/2, como CDMN es un cuadrado 
0,C=O,D=2 y O,H= 42 
Pero en COD: OH = V6 
00, = V6 - 42 = J2 (43 -1) 


OS es la proyección ortogonal de OO, sobre АО. 


05-00, cos30°= 3-1-7 
os 552-6 


Clave | D 


PROBLEMA N.? 20 
En el gráfico, ABCDE es un pentágono regular 


cuyo circunradio mide /10-- 2/5. Halle NK. 


A) 10-45 B) 10-245 
C) 2-942 
D) /З E) 5-45 


[342 


Resolucion 


Si CN=CB=BN=(,, entonces 
=> m-<«NCB=60° 

Como mxDCK=122, luego 
m<NCK=360 


1042/5 
(= 10125 ов - 245 
NK = As [ES J 


- NK 25-45 


Clave | E 


PROBLEMA N.? 21 


En una circunferencia se inscribe un triángulo 
equilátero ABC. La distancia entre el punto 
medio del lado AC y el punto medio del arco 
BC es 84/7 и. Indique la longitud del lado del 
triángulo. 


A)16/3u B)1243u О) 203и 
D) 18/3u E) 1443u 
Resolución 


60° 


120° 


Si N es punto medio de BC 
m BN = m NC = 60° 
=> CN=(¿=R 
También 
АВ= BC = AC =Ry3 
Si M es punto medio de AC, luego 


AM = MC =" 8 


También la maxNCM=90° 


Polígonos regulares 


Luego, en el EX MCN 


(7) =n? (Eus) 5 (87) =2R 


87-57 э R-16 


Como el lado del triángulo equilátero ABC es 


R43 
- AB «16/3 


Clave | А 


PROBLEMA М.° 22 


Se tiene un cuadrado ABCD de lado 42 + J2, 
con centro en D y con radio igual al lado del 
cuadrado. Se traza un arco que interseca a BD 
en el puntoF. Sila prolongación de AFinterseca 
a BC en el punto M, calcule MN. Considere que 
MN es perpendicular a FC (N en FC). 


A) 42 B) 1 С) /2-1 
р) 2-2 E) 42- 43 
Resolución 
B M em 
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En el cuadrante AFC, la maMFC=45° Como CDFG es trapecio isósceles, entonces es 


Luego, si inscriptible. 
MN=x, entonces FN=x 
Y si 


NH=x, entonces maNHM=45° 
Trazamos MH de modo que la m«MHF-459 


MH = MF =х\/2 
EC o 
Como la m«BCF = MEC Se = 
2 2 

en el AHMC: mxHMC- m«HCM o 

MH = HC 2x42 
En el AFDC: 

ren uz) 

FC= [+ m. Б Jo Sea @ la circunferencia que pasa por C, D, F 

y G: las mediatrices de CD y FG pasan por el 
> 2x+xV2=y2 centro de €, pero ambas pasan por A, por lo 
" [72 
m 1 =/2-1 tanto A es el centro de €. 
1+2 BH=x=DF 
Clave | € Como 
AD=AF=R=d= Vio-28 (5) 
V5 -1 
o 

PROBLEMA N.° 23 Siendo 
Sean ABCDE y AEFGH dos pentágonos regula- m«FAE-m« DAE — 36? 
res. Si por C, Dy F se traza una circunferencia m«DAF-725, luego 


de radio R, donde AB = 410 - 2/5 señale BH. 


DF es lado de un pentágono regular de radio d. 


A) 5 В) 245 С) 5 a 
> х=2310-245 


D) V5+1 E) 5-1 
2 
Resolucion (10-25) 
x= 
45-1 
Se sabe que АВ = J10 - 2/5, pero en los pen- 
tágonos regulares © eds 


cp - ro -a[5-1]- 0245 Clave | B 
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PROBLEMA N.? 24 


En una semicircunferencia, de diámetro AB y centro O, se ubica el punto E. Exteriormente, se 


construye el cuadrado BEDC, tal que DO es perpendicular a AB. Si DO interseca a la semicircunfe- 


rencia en F, determine CF. Además, BF = 242 - J2. 


AN в) J243 C)4 


Resolución 
En la semicircunferencia m«:AEB — 90^ 
Si BEDC es un cuadrado, la m« DEB 90? 
Entonces A, E y D son colineales. 
Como DO 1 AB y AO=OB=R 
> DA=DB y maxADO-m«BDO-o 
También mBF = 90° y m«FEB = 45°= m«FED 
* E,FyC son colineales. 
m<xEBF=a y m<FBD=a 
m<CFB=m«CBF=45° +0 —> CF=CB=x 


Luego, en el AFCB: BF=(,, de centro C y radio x. 


zy BE SRI 455/242 


^ x=2 


D) 2 E) 4243 


345] 


Capitulo 


еөе 18 


Areas de regiones 
poligonales 


á 


Calcular las áreas de terrenos de cultivo para la construc- 
ción de viviendas requiere del conocimiento de fórmulas 
para medirlas. 


Nuestros antepasados idearon maneras ingeniosas para 
poder dar solución a los diversos retos de medición de 
áreas que se les iba presentando. 


También en el campo artístico (pintura), los cubistas hacen 
uso de regiones sombreadas de diferentes colores para dar 
ciertos efectos que generen en los espectadores la abstrac- 
ción, por la rigidez en la forma y el color de sus obras. 


Por cuestiones didácticas, este capítulo será dividido en 
problemas resueltos de área de regiones triangulares y 
cuadrangulares, así como la relación entre ellas. En una 
tercera parte abordaremos problemas de áreas de regio- 
nes circulares y su relación entre ellas. 


Capitulo 1 e мыл 


Areas de regiones poligonales 


PROBLEMA М.° 1 


En un cuadrado ABCD se ubica el punto 
medio M de CD, luego se traza CP 1 BM 
(P e BM). Si AB=2N5, calcule el área de la 
región triangular APM. 


A) 1 B) 2 C) 3 
D) 4 E) 5 
Resolución 


Nos piden А, Арм. 


B 245 С 


CM=MD=y5 


o 
=> т«МВС= 5 


ВМ=5, СР=2; РМ=1 у ВР=4 


Trazamos АН 1 ВМ, entonces 


m«HAB = 5 y 


BH=2; AH=4 
1) (4 
n Daam" ( K ) =2 
Clave | B 
PROBLEMA N.° 2 


En el gráfico mostrado, ОК=КМ=2 у OM=3. 
Calcule el área de la región sombreada. 


A 


9 27 
A) — B) E 
7 Ат 
27 
E) Ll 
lr 
9 18 
D) — Е) — 
A 7 
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Nos piden Ag крв. 
Analizamos el grafico 


A 


SiON=4 y OM=3, entonces OL=R=5 
NB=1 у AM=2 
AKPB ~ ALPM 


KB 3 
IM 4 
Luego 
yc A 2 
7 
Entonces 
KBx3h 3 3 
А = === ==(3)} = 
'AKPB 2 2 B 
27 
^ dA, epp=— 
AKPB- та 


Clave | B 


PROBLEMA М.° з 


Еп un triangulo АВС, АВ=4; BC=5 у AC=6. 
Se traza una semicircunferencia con diámetro 
en AC y tangente a los lados AB y BC en My 
N. Halle el radio de la semicircunferencia. 


[350 


A) 47 В) 6/8 C) 54/7 

5 yi 6 

p) 5Y7 p 3 

3 4 
Resolución 


Analizamos el gráfico 


РЕ 4 = +6 _ E (semiperímetro) 


[AOB] + [BOC] - [ABC] 


ár Sr Z(S-4 (2-5) 26) 
2 2 \2\2 Д2 2. 


9r 15 
9r _15 5 
2 4 
5 
at 
6 


Clave | с 


PROBLEMA N.? 4 


En un triángulo ABC se ubica D en AC, tal que 
DB=AD+8, АС=19 y ВС=15. Si el área de la 
región triangular DBC es 84, calcule AD. 


A) 5 B) 4 
D) 8 


C) 6 
E) 7 


Areas de regiones poligonale 


Resolucion a+8+154+19-a 21 
Sea AD=a=x. 2 
Ірвс1= 4/21(6)02 +41(13-a) 


84 =3,/14(2 +a) (13-а) 


(28)?=14(2 +a) (13-а) 


15 56=(2+a)(13-a) 


7х8=(2+а)(13-а) 


Clave | А 


PROBLEMA М.° 5 


En el gráfico, AL=LB, AM=MC, DM=ME у ВЕ=ЕР. Si el área de la región SFD es 7, indique el 
área de la región MEC. 


A) 14 
B) 21 
C) 24 
D) 28 
E) 35 


Resolución 
* Nos piden X. 
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En el AABD, S es baricentro; luego SD=2(SL) 
Como BF=FD, entonces [SBF]=[SFD]=7 
Pero [SBD]=2[LSB] — [LSB]=7 

En el KABC: BM=AM=MC=l 


Luego, ABMD = ACME 


EC=BD=2b y MH= Ea 


> [MEC]= Hus —ab- [LBD] -21 


. N=21 


Clave | B 


PROBLEMA N.° 6 


En un triángulo ABC se traza la mediana AN 
y la ceviana interior CM. (AN с\ СМ = {Т}), tal 
que BM=2(AM),(AN)(CM)=K y m«NTC-f. 
Calcule el área de la región ABC. 


A) Z senp В) 6KsenB 
3 
C) =K 
) Д senf 
3 
D) ЕОР E) Ksenf 
Resolucion 


En el AMBC, del teorema de Menelao 


CT BN AM | 


TM NC AB 


en 


=3 
ТМ 


IANCI - 2 LABCI 


AN-CT [ АВС] 
sen B = —— 
2 2 
3 3 
[ABC] = AN-—CM-senB =—(AN-CM)-senB 
4 4 
K 


д \лвс1= SE senp 


Clave | с 


PROBLEMA N.? 7 


Dado un triángulo ABC, se ubica P en el plano 
del triángulo, tal que las regiones triangulares 
APC, APB y BPC sean equivalentes. éCuántos 
puntos P cumplen dicha condición? 


A) 1 
B) 2 
C) 3 
D) infinitos 
E) 4 


Como Р está en el plano determinado por ABC, 
podría estar en la región interna o externa de 
АВС. 


¿Áreas de regiones poligonales 


Caso I: si P está en la región interna PROBLEMA N.? 8 


En el gráfico, ABCD es un cuadrado. Si P es 
punto de tangencia; mPL=30° y AB=2, calcu- 
le el área de la región sombreada. 


B С 


Sea S el área de la región APB, 
[APB]=S=[BPC]=[APC] 
Si [APB] - [BPC], entonces BM es mediana. 


Luego, haciendo el mismo análisis: А) v12 -3v3 
AN y CQ son medianas, por lo que P es bari- B) 2 hi2 A 
centro y es único. 

Caso ЇЇ: si P está еп la región externa ©) V12-6/3 


D) 412-543 
E) 412-7/4/3 


Resolución 


Nos piden ДАлврр- 


Del dato: 
[APB] - [АРС] = [ВРС] 
А+х=В+у=х+у — A=B=x=y 


Luego, М es punto medio de AP y BC y ABPC es 
un paralelogramo, con P relativo al lado BC. 
Análogamente existe un Р para AC y un P" 


para AB. 
Por lo tanto, en el plano existen 4 puntos P 
que satisfacen la condición del problema. CP=CD=2 


Clave] E mPL=309 
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Entonces 
m«POL —30?- m«PCD 
Luego, en el ADCP 
DP=0,,= 242-45 
En el DABCD 
BD-242 


Como m«BDP-— 120°, entonces 


івррі- 20202, п120°=2,/2/2- BS 


[BDP|= 412 - 6/3 


Clave | € 


PROBLEMA N.? 9 


Enel gráfico, A, B y Lson puntos de tangencia. 
Si R=4, seriale el área de la región triangular 
APL. 


A) 443 B) 243 
С) 6З 
D) 9 E) 8 


Sean 
AB=AL=2m 


Como ¥% es mediatriz de AB, entonces 
LB=LA=2m 
— AABLes equilatero 
mxALP=30% — LP=OL=OP=4 
m=2V3 =HA 


4x23 
2 


[АРІ] = 


[APL] = 443 


Clave | А 


PROBLEMA М.° 10 


En el grafico mostrado, ABCD es un trapecio 
isosceles. 

Si AP=PB=CQ=QD=2,ACLBD y m«BPE=30", 
determine el área de la región triangular. 


В С 
P Q 
A D 
A)4 B) 43 
C) /2 
р) 2/2 Е) 3 
Resolución 


En el E& AEB: 
РЕ=2 y mxEAP=mxAEP=15% 


También 
m«EDQ - m«DEQ- 15° 
m«PEQ- 120? 


=> |PEQ] == sen ЕЗ 


[PEQ] = v3 


Chive | В 


Áreas de regiones poligonales 


PROBLEMA N.° 11 


En un triángulo ABC se ubican los puntos 
P y Q en las prolongaciones de AB y AC, res- 
pectivamente, tal que PC ^ BQ- {К). Si las re- 
giones triangulares PRB y CRQ son equivalen- 
tes; AC—a, CQ-b y PB=c, determine AB. 


ac ab 
A) m B) _ 
С) be 
a 
bc ~ ab 
p a+c E) b+c 
Resolución 


Según condición 


[PRB|-[CRQ] —› [BPQ]=[CQP] 
Como ambas regiones tienen la misma base, 
para que sus árcas sean iguales deben de tener 
la misma altura. Ello implica que CB //PQ. 
Luego, en el AAPQ 


йл Ж 
b c 
_ас 
ue 


Clave | A. 
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PROBLEMA N.? 12 


En el gráfico, FE es la flecha de AB y 


r=5y2v2 +2. Indique el área de la región som- 


breada. (M, N y L son puntos de tangencia) 


A) 2042 B) 2542 
C) 3042 
D) 4042 E) 5042 
Resolución 
Nos piden S. 


rS 4.2 


AE=EB (EF: flecha), entonces 


[AEL] -[BEL] -S 
[ABLI- 2S = ахво 


m42 xm(J2 +1) 


LABL|= 
2 


9: 
Глви= 5-02 V2) 


Рего 
r=m(J2+1)=5V2VV2 +1 
X 5/2 m2 = 25x2 
М? +1 V2 +1 
_ 25 
ави =<" (V2 )(W2 +1) 
[ABLI- 25/2 


Clave | B 


PROBLEMA N.° 13 


En el grafico, ABCD es un cuadrado y T es pun- 
to de tangencia. Calcule la razón de las áreas 
de las regiones sombreadas. 


A) 1/4 B E С 
В) 1/5 
С) 1/3 
D) 1/6 a 
E) 1/8 


Áreas de regiones poliganale: 


Resolución 
Piden 5t, m«ADT-539—m«BOT > m«LBC=53%/2 
2 Luego 
53°/2 m«xDEC=53° y m«EDC=37° 
Si 
BE=a > ET-a ~ 
TD=4a, EC=3a 
CL=LD=2a 


S, = TA sen 53° 
2 


$, = ps DE sen37° 
Si e dA 

S, 8(3/5) 

бү „1 

S; 6 


Clave | р 


PROBLEMA N.° 14 


En el gráfico, M, N y T son puntos de tangencia. Si ] es el incentro del triángulo ABC, señale cl area 
de la región sombreada. 


A) e) B) (r,)? с) 26; 
2 2 
D) ш) E) L 
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Resolución Resolución 


recta de Euler 


Еп екан Del teorema de Euler 


m«ABI-m«IBC- 459 
BH=2(0M)=2h 
=> BI//NT m<BHB'=m<xMOM'=0 


r 
[INT]= [8N1]=-> > Si BB'=2u; MM'=u 


Clave | A En AACC 


u= | дал | (base media) 
PROBLEMA N.° 15 2 


En un triángulo ABE de ortocentro H y cir- S, +S; = ШЕ +п ) Нр (0) 
cuncentro О las areas de las геріопеѕ АОН, 2 
ВОН y COH son, respectivamente, $, $ y 


$3. Si la recta de Euler es secante а AB y BC, SECO XO ш) а) 
halle la relación entre Sj, $ y S; 2 
hi _§, +8; 
C) S,-S, +S; S,-S-S, 


28, S 
D) S¿=./S, :S E) S, = 2213 
) S3 = JS, S; ) S S, +S; | Clave | € 
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PROBLEMA N.° 16 


Calcule el área de la región PQE, si las áreas de las regiones АМР y QNC son A; y Æ, 
A) ЈАГА, 
B) A, +A, 
C) 2(A, +A) 


D) 2(A; A) 


2AA; 


E) ———— 
E wy" 


Resolución 


Por condición: En ABCE, del teorema de Ptolomeo 

[AMP] =A, (AB+BC)(=BE: AC 

[QNC] 2A; pero AC =2(соѕа, luego (AB- BC) = 2 (BE) -cosa 
Nos piden [PQE]=X BE-dcosa= S(AB + BC) 
Sea [PMBNQ]=B > A,+B+A,=B+X 

[ABC] = ү+В+А,= PUB ВС) n X=A +A 

[MBNE]=B+X=BE:dcosu Clave | B 

asgl 
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PROBLEMA N.° 17 Pero mxAON=m<xBOM 
Halle la relación correcta, si Sj, $, $ y Sy — [OAN]-[OBM] 
son 4reas de las regiones sombreadas que se 2 S,+8,=S,+8, 


muestran. 
Clave | р 


PROBLEMA N.? 18 


En el gráfico, M y N son puntos de tangencia. 
Calcule el área de la región MBN, si BP=4 y 


РН =5. 
А) S¡+ S¿=S,+S) 
C) §,-S,=S,+S8, 
D) S¡+S3=S/+S, 

A) 12 B) 16 С) 18 
E) S, xS,-S;xS, D) 24 E) 36 
Resolución N 
Resolución 
A 


\ Ѕеа 
О b B OHBN: cuadrilatero inscriptible 
Sean m«BHN-m«BON- 459 
[ОА№М]=$,+х+9, ОНМВ: cuadrilatero inscriptible 


[OBM] =S3+x+S; m«MHB-m«MOB - 45? 


|360 


Áreas de regianes püliganale: 


Luego, HMBN es inscriptible Si NP es tangente a 1, A, P y Q son colineales, 


— МР:Р№= (4) (5) (teorema de las cuerdas) también el ANMSB es inscriptible, entonces 


En el AMBN: 42=(%-MP-PN АВ-АМ=А5-АМ () 
> (?-16420-36 En €: 
2 
Iman] =£ 236 (АЕ)?=АО- AP qn 
OPE) 
[MBN]- 18 Pero si unimos Q con B, en NPQB: 
AQ:AP=AB:AN (III) 


Clave | с 


De (D, (I) y (1) 
AS-AM=AF?=2?*=4 
PROBLEMA N.? 19 


Como 
En el gráfico, P, Q y F son puntos de tangencia. 05 //АВ, luego 
Si AF=2, señale el área de la región AFB. у AU=BS=h 
Pero 


h?=AB-AN=AS:AM=4 э h=2 


| AFB] = AF-h Ў. 2х2 
2 
[AFB]=2 
Clave | B 
A) 1 B) 2 
C) 3 
D) 242 E) 4 PROBLEMA N.? 20 
. En un rombo ABCD, circunscrito a una circun- 
Resolución ferencia €, se traza una recta 7 tangente a @ 
Por dato, AF=2. 


que interseca a AB y AD en M y N, respectiva- 
mente. 

Si m«xBAD=60°, halle el área de la región 
MCN. (R: radio de @) 


A) R? B) R’v2 
C) Е^З 
D) 24/6 E) 3R? 
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Resolución 


Del gráfico: 

S = m-nJ3 = (RJ3 -m)(RJ3- n) /3/4 

S=R? 43 —(m+n)R (П) 
R R 

S,=|n+—= К; S, =| m+- | К 

e) t 

ые ый (н) 
43 

1ascol= 8 л? =s, is, +5, +5 (III) 


De (I) y (II) en (Ш) 


8V3R? _ 2R? 
з B 


 $,=®?/З 


+ (m4+n)R +S ү+Е”./3- (mr) А 


Clave | € 


PROBLEMA N.° 21 


Sobre los lados AB y BC de un triángulo ABC 
se construyen los cuadrados ABFL y BCQR, tal 
que AR=a. Calcule el área de la región cuadri- 
látera AFRC 


| 362 


Piden calcular el área de la region AFRC: [AFRC]. 
Para ello necesitamos conocer AR; CF y 6, pero 
CF=AR=a debido a que los triángulos FBC y 
ABR son congruentes (caso L.A.L.). Por ello, la 
m<FCB=m<xARB=«a. de donde en CPRB: 0=90° 


tarrc] ЗЕХСЕ seno = ££ sen90° 
2 2 
2 
x ТАЕВС1= E 
2 


Clave | B 


PROBLEMA N.? 22 


En un paralelogramo ABCD se ubica F en BC 
y BD AF = {О}. Si las áreas de las regio- 
nes BOF y AOD son 4 y 25, respectivamente, 
calcule el área de la región cuadrangular 
OFCD 


C) 30 
E) 25 


A) 31 
D) 27 


B) 28 


Resolución 
B 20 Е 30 E 
rd 
Vx (^N 
A 5( D 


Nos piden [OFCD] para ello calculamos las 
áreas [OFD] y [FCD]. 


Como las regiones BOF y DOA son semejantes, 
la razón de sus áreas es igual al cuadrado de 
sus elementos homólogos, así 


[BOF] Br? 4 Br? 
> 


[DOA] AD? 25 AD! 
- BEZZ 
AD 5 


Si BF-2(, entonces 


Ар=5 y FC-3( 


En ABFD (S)?=(4)(25) 
S-10 (S- [AOB]) 
> [BDF]=4+10=14 


Luego 
LA вер) 9) 
[BDF] 2 


2 [OFCD]=10+21=31 


Clave | A 


Areas de regienes poliganale: 


PROBLEMA N.? 23 


Desde un punto Р, exterior a una circunferen- 
cia de centro O, se trazan las tangentes PA y PB 
(A y B son puntos de tangencia) 

Si m«AOB = 150? y PO=8, halle el area de la 
región cuadrangular PAOB 


A) 8 B) 10 

C)-.12 

D) 16 E) 14 
Resolución 


Sean mxAOB-150? y ОР=8 


A 


L—- P 


Nos piden [PAOB]. 


Sabemos que si A y B son puntos de tangencia, 
entonces 


РА=РВ y OA-OB 
Por lo tanto, PAOB es un trapezoide simétrico. 
Luego 
m«APO-—m«BPO- 15? 
Además 
AB 1 OP y AH=HB 
En el Б^ ОАР (notable de 15? y 759) 


DE 


АН = 2 
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de donde AB=4 
ОРх АВ 8x4 


[РАОВ] = 
2 


2 [PAOB]=16 


Clave | р 


PROBLEMA М.° 24 


En el grafico, BC//AD; М, М, L y S son puntos 
medios de BC, CD, DA y AB. Si С+1В=18/А, 
calcule Ж. (А, IB, С y X son áreas de las re- 
giones sombreadas) 


DÁ C 


A L D 
А) 10A B) 12А 
C) 14А 
D) 15А E) 16А 
Resolución 


Del dato: 


L7SMNL es un paralelogramo (teorema de 
Varignon) 


Luego 50= ON, entonces: [SMO] = jl SMN] 
Además, como SN// BC: [SBN]= [SMN] 


Luego 
X+A=Z(C+X+B) 


de donde 

X- (IB4 C) -2A 
Como 

B+C=18A 
~ X=16/A 


Clave | Е 


PROBLEMA N.? 25 


En el siguiente gráfico, ABCD es un cuadrado, 
NM AC LE ў Y 
Lr DE au Calcule la razón de las áreas 


de las regiones sombreadas. 


N 


A) 11/7 
D) 7/2 


B) 5/3 C) 10/9 


E) 2 


Areas de regiones poliganates 


Resolución 
коно 52 = (4S)(9S) — S,=68 
NM AC LE _ 
UNE d e > |EDBL] -25S 
MN//BD//LE Pero 
ABPD ~ AMPN; IMDBN | (ES jo =30? =36А (I) 
ABQD ~ AEQL 
iesu - (257 jay 224 2288 (И) 
[DPM] - [BPN] S; 2 2 
[EDQ]- |LBQ] - S; De (I) y (II) 
[BPD] 4 " [BQD] 4 A 5 " з, вд (4 5 
[MPN] 16 [LQE]' 9 S 6 S, 65 |3A6 
Luego . § 10 
2 ^$ 9 
S? = (44) (16/1) > 5,=8А 
=> [MDBN]-364; Clave | с 
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PROBLEMA N.? 26 


En el siguiente gráfico, ABCD es un romboide 
y A +А,+А; = А. Indique A,, si JA), A, A; y 
ZA, son áreas de las regiones sombreadas. 


A 
A) А/2 B) 3/A/4 C) 35/5 
D) 25/3 E) A 
Resolución 


Sea ABCD un romboide y А +А,+А;=А 


A D 
Del romboide ABCD, sabemos que 
[ABT]- ICDTI- gl ABCDI 
También: [ABC] =[ADC]= 5 [ABCD] 
э [ABT]+[CDT]=[ABC] 


| S66 


De donde: (y44A,) + (A, +z+JA3) =(y +A, +z) 
ve A, =A] tA, +A, =A 


Clave | E 


PROBLEMA N.? 27 


En el grafico, A, B, C, Dy T son puntos de tan- 
gencia. Si (PQ)(R+r)=18 cm’, halle la suma 
entre las áreas de las regiones triangulares 
ABP y CDQ. 


A) 6cm? В) 9ат2 C) 12cm? 
D) 15 cm? E) 18 cm? 
Resolución 


Nos piden 
[ABP] + [CDQ]=2S=[0 POQ]. 


Como 
0,D//0,C ә [DQC]=[0,00)] 
0,4//0,8 => [BPA]=[0,PO,] 


Como los trapecios DO¡O,C y AO¡O,B 
son congruentes, entonces 


[APB]-[DQC] - S 
Luego 
0,0,=R+r y PQ L 0,0, 


ОО x PQ ДУ (PQUR+r) 


[O,PO,Q] = 2 > 


pero del dato 

(PQ) (R+r)=18 ст? 

> [O|¡PO,Q]=2S= E =9 cm 
Luego 


[ABP]+[CDQ]=9 cm? 


Clave LB 


PROBLEMA N.? 28 


Según el gráfico, los triángulos ABM y BCN son 
equiláteros. Si ML=LA, NE=EC y LE=a, deter- 
mine el área de la región cuadrangular LNEA. 


М 


Areas de reginnes,paliganale: 


2 2 
A) a^ J2 B) a^ 2 
6 4 
2 
c) £ УЗ 
4 
2 2 
p, 25 y 28 
6 3 
Resolución 


Graficando tenemos 


El ALBE ~ AABN, entonces 


AN AB 
LE LB 
Y | 2m S 2a 
a m3 УЗ 
También 


mxBLE=mxBAN=0 
m«ASL-m« ABL — 30? 
AN-LE 


[ALNE] = sen 30° 


(58 (а) 
КВ 1 
> IAENEI SS 


2 
| ALNE] = avs 
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PROBLEMA N.? 29 


En el gráfico, el área de la región paralelo- 
grámica PQMN es IL. Si R, S y T son puntos 
medios de MN, NK y PQ, señale el área de la 


región sombreada. 


N 


A) 1/2 B) 1/3 
D) 1/6 


Resolución 


ABCD es un romboide (teorema de Varignon) 
y su área es la mitad de MRSK, pero como 


C) 1/4 
E) 1/8 


R y $ son puntos medios, entonces 


[MRSK]=3[RNS] 


Sea [ABCD]=3/A, entonces 
[MRSK]=6A 
> [RNS]=2/A 
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También 
AMNK - ATQK (de razón 2) 
[MNK] =4[TQK] 
> [TQK]=2A 
En CAMQTN 
S?= Q1) (8A) 
> S=4A 
y como PT=TQ 
[PNT] - [QNT] 227A 4-S - 6/A. 
Del dato: 
[РОМА] =1L=24/A 


m \лвср1=з\ =3( 55 ) 
24 


1ABCD]=- 2 
8 


PROBLEMA N.° 30 


Clave l E 


En un cuadrado ABCD se ubican los puntos N y 


Men AByAD, respectivamente, tal que AN=NB, 
AM=3(MD), BH^AC- (P) y NMNAC={Q}. Si 
el área de la región cuadrada es 560 u?, indique 


la suma de áreas de las regiones BCP y NPQ. 


A) 257 v? 
B) 202 u? 
С) 215 u? 
D) 197 u? 
E) 178 v? 


Resolución 


Graficamos según el dato. 


B С 


Del teorema de la bisectriz en los triángulos 
ANM y ABM 


NQ 2 BP 4 


QM 3? rM 3 
Como el área de NPM debe ser multiplo de 3 y 


de 5, le asignamos un valor 15S 


Entonces distribuimos el área según su rela- 
ción de bases 


[NPQ]=6S y [MPQ]-9S 
Luego, si [MNP]=15S 
> |BNP]-20S 
Si 
[BMN]=35S, entonces [NMA]=358 
> [NAQ]-14S y [MAQ]-21S 
Como el ABPC ~ AMPA 


[BPC] = 1) [Apu] = 1908 
3 3 


Areas de regiones pnligunales 


Finalmente 
LABCD] = 260 5 ss 560 u? (por dato) 
э S=3u? 


[ВСР]+[мро1=+®9$ + 68 


[BCP}+[NPQ]= im S 


[BCP] + [NPQ]=178 и? 


Clave | Е 


PROBLEMA N.° 31 


En el gráfico se tiene el cuadrado ABCD 
Si QD=2(BP)=2 y PQ=Y17, indique el área 
de la región sombreada. 


A) 2842) 


B) Z(6«42) 
C) z (942) 
D) 24-42) 


E) 3642) 
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Resolución 
Nos piden [MPQN]. 


Si mxPHQ=90% => CH=BP=] Pero 
2 
Sea t el lado del cuadrado ABCD ana=7= 2 — az2442 
э HQ-0-3 
r Luego 
перо, en KQHP 
3x3(24+V2) (3+2 
(417) -(0-3y «0? impon- PERA 4 : jets 
ud ,2x4-2-42) 
AP-3 y CQ=2 2 


EX MAP ~ EXSBP: si BS=a; MA=3a 


7 
+. [MPQN]=—(6+ V2 
ASCO ~ E.NDQ: SC=DN=4-a IMPQN | 2 +42) 


Clave | B 


PROBLEMA N.° 32 
Según el gráfico, (PC) (CL)=n у (AB) (BP) =. Calcule el área de la región romboidal ABCD. 


A) 2l-n A 
B) 2((+n) 

C) (an 7 
D) 4((+n) 

Ð 2009 y x 


A Dur E 
1370 


Resolución 


PE 1 DC 

m<«DEC=90° 

mxPCD=mxPED=a 

> mxECD=a 

DP=DE 

-> CL=ED=DP=a 

[ABCD] - ABx BH=AB(BP+PH) 

[ABCD] = (АВ) (BP) + (AB) (PH) 
En el EkDPC 

DC xPH =a-b=(CL)(CP)=n 
Como CD=AB > (AB)(PH)-n 

[АВСО]={+п 


Clave | с 


PROBLEMA N.? 33 


En el gráfico, PH=2(TR). Halle la relación de 
areas de las regiones sombreadas. 


H 


B 


Áreas de regiones poligonales 


A) 4/3 B) 9/4 

С) 2 

D) 4 E) 16/9 
Resolución 


ISBHP ~EXQTR con razón de semejanza 2 
APHM - ARTN con razón de semejanza 2 
LABHMP ~ E\QTNR con razón de semejanza 2 


IBHMPl| 5» | 
[QTNR] à 


Clave | р 


PROBLEMA N.? 34 


Enun paralelogramo ABCDseubican los puntos 
Ly S que pertenecen a BC. Si K y E pertenecen 
a AD, tal que LS=2 (BL) =2(SC) y AK=KE=ED, 
y el área de la región paralelográmica es Ш, 
calcule el área de la región triangular KTE. 
(KS ^ LE- (7) 


L L 
He BE 
3 ) 15 
п 
S 
pede ge 
) 2 ) 20 
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Resolucion 


B ЗЕ L 6l 


S3 С 


A 4 К 4l E 4{ D 


AKTE ASTL: => == = — 


Luego, si [KTE]=2S 
— [ETS]=3S 
> [KSE]=5S 

Luego 


[ASD] =3[KSE] 2 15S= asco 


> [ABCD]=30S=1L 


(КТЕ1=25 = 2. 
15 


Clave | B 


PROBLEMA N.° 35 


Dado un paralelogramo ABCD, en BC se ubica 
T tal que las areas de las regiones TCD y ABD 
estan en la razon de uno a tres. Si AB=10 y el 
cuadrilátero ABTD es bicéntrico, determine el 
área de la región ABTD 


A) 3746 В) 4046 
C) 39/6 
D) 4246 E) 324/6 
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Resolución 

Datos: 
AB=10 
ABTD: bicéntrico (inscriptible y circuns- 
criptible) 


[ABD] =[BDC]=3[TDC] 
[BDT]=2[ TDC] 
> BT=2(TC) 


Como ABTD es trapecio, por ser inscriptible debe 
ser isósceles; además, BM=MT=TC y AN=ND 


|ABTD|= {AB-BT-TD- AD 
Сото AD=BC, luego 2(AN)=3(TC) =6a 
AQ=AN=3a y BQ=BM=2a 
AB=5a=10 
-> a-2 
BT=4a=8; TD=5a=10 y AD=6a=12 
|ABTD| = J10-8-10-12 


- [ABTDI = 205/6 


Clave | B 


PROBLEMA N.? 36 


Sea ABCD un cuadrilátero convexo de lados 
AB=a y CD=b, donde la medida del ángulo 
que forman las prolongaciones de dichos lados 
es 60°. Calcule el área de la región cuyo perí- 
metro es el lugar geométrico de todos los pun- 
tos medios de los segmentos cuyos extremos 
estén en AB y CD, respectivamente. 


abJ3 B) abJ6 
4 8 


abJ3 
8 


abJ2 
8 


A) 


C) 


D) E) ab43 


Tomando puntos extremos de AB y CD. 


N, punto medio de AC; Q, punto medio de 
BD; P, punto medio de BC; M, punto medio 
de AD. 

Ahora, consideremos un punto genérico de CD 
como el punto F y su punto medio E. 


Areas de regiones paliganales 


Fácilmente puede demostrarse que E є MN, es 
decir que para todo punto de CD y con extre- 
mo en A sus puntos medios conforman MN. 


Análogamente, los puntos medios de los seg- 
mentos con extremo en C y otro en AB están 
contenidos en NP. 


Así también, los puntos medios de los seg- 
mentos con extremo en B y en CD están con- 
tenidos en PQ. 


Y los puntos medios de los segmentos con ex- 
tremo en D y en AB están contenidos en QM. 


Entonces, para cualquier otro segmento con 
extremos en AB y CD, pero diferentes de A, 


B, C y D, su punto medio se encuentra en la 
región MNPQ. 


En el ABCD: para todo! de CD el punto medio 
R de IB pertenece a PQ. 


En el AACD: para todo / de CD el punto medio 
de S de ТА pertenece a NM. 


En el A ВІА: para todo J de AB el punto medio 
de O de IJ pertenece a RS. (Oe a la región 
MNPQ) 


Pero 
MN=PQ=b/2 y MQ=NP=a/2 
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Además, MN//DC y NP//AB Sean a=[AKL]; b=[BNL]; c=[MNC] y d=[KMD] 
— m«<NMQ=mxAOD=60% 
En pic: MINI +C_m 
[МАРО] = MN-MQsen60°= 5.4.3 ` [MKLl+d n 
x А $2365 х+с+а m (D 
x+b+d n 
[MNPQ]- abv3 En Amp: MKLl+a _ m 
8 IMNLI+b n 
Clave] с 
En BCD im 7 .m 
^ S,+c+atS) m (II) 
PROBLEMA N.° 37 CH DET 
NN Е АЕ ЖТС — 
Dado un cuadrilatero convexo ABCD, еп АВ у [BDL] n 
CD se ubican los puntos L y M, respectivamen- 
De (1) y (Ш) 


te. Si LD y LC intersecan a MA y MBen Ky N 
M AL 2 ВУ E =а+ 

donde EM SIE, calcule el área de la región TLCS hes 

. 3  x=§,+S8,=10 u? 

KMNL. Considere que Asapk + A, pc 10 ul. 


Clave | E 


A) 5u? в) 8и? С) 542 u? 


D) 543 v? E) 10v? 
PROBLEMA N.? 38 
Resolución . 
En el gráfico mostrado, € y @ son dos cir- 
cunferencias ortogonales. Si A y B son puntos 
de tangencia, determine el área de la región 
AMNB. 


Sea [KMNL]=x 


А дарк $! 

Bascn=S) > S¡+S,=10 и A) Rr B) 2Rr C) nrJ2 
ОЛ т р) ке. Е) ЕЙ 
MD IB n 2 4 
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Resolución 


Como АО, // ВО), entonces m«ADB =0.+f 
Además, m«O,DO)=90°=2 (+f) 
0+В=459 -> mxADB=45° 
Luego 
mAN = mBM = 90" 
> AN=RV2 у BM=ry2 
También 


mxABM = jmBl 245? y 


m«BAN = QmAN = 45° 


0=90° 
> |AMNB]= BEN? cong 
[AMNB] =Rr 


Clave | А 


PROBLEMA М.° 39 


En un cuadrado ABCD, M y N son puntos me- 
dios de BC y CD, respectivamente. Luego, de 
C se traza CH perpendicular a DM (H en MD). 
Calcule el área de la región AHND, si AB=0. 


Áreas de regiones paligenales 


e e 

A) — B) — 

) 4 ) 3 
(? 
CNE 
) 6 

[г 32 

— E) —( 

D) 2 E) 5 
Resolución 


A 2a 1 р) 


Si М es punto medio de BC, entonces 0=53°/2 
pero 
m<NAD=53%2 
AN L MD => AN//CH 
Y como N es punto medio de CD, entonces 
HO=HD 


Como AB= > MD= 245 = AN 


También 

(ү 245 

HD =2-| — |=—— 
lz} 

atus es oe) 

[AHNDI- = 
2 2 

(2 
[AHND]=— 

2 
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PROBLEMA N.? 40 Por lo tanto, el cuadrilátero BPQC es circuns- 


s criptible. 
En el grafico moserados ABCD es un tomboy Pero del dato, también es inscriptible 


M y N son los puntos de tangencia. Si AD=8, -> BPQC es bicéntrico 
PQ=3 y CQ=6, indique el área de la región Comobte=8 F3 b25 


PBCQ. 
[BPQC] = fa-b-c-d =,/3-5-6-8 
л [BPQC]=12V5 


Clave l E 


PROBLEMA N.° 41 


Del gráfico, ABCD es un cuadrilátero exinscri- 
to, tal que AD=5, BC=3 y CD=2. Señale el 
área del círculo inscrito en el triángulo ABC. 


A) 9V6 B) 543 0) 1043 
D)945 E) 1245 


ABCD: rombo — AB=BC=CD=AD 


А) п В) 4л С) 2л 
t— m+a+n— D) v2 E) 7/4 
Resolución 
AD=d=8 : Я 
Del teorema de Steiner рага cuadriláteros ex- 
EQ inscritos 
CQ=c=6 
E AD-BC=AB-CD 
d=b+m+t=c+n+s=0+m4n4+5+t 
b+c+m+n+s+t=d+a+m+n+s+t 5-3=AB-2 
э b+c=d+a > АВ=4 
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Areas de regiones poliganales 


Resolución 


a+B=145°; ML=3; LO=2 


En el E. ABC: AC=5 


Del teorema de V. Poncelet 


En @, 
m -> r=] (00)2=(OM)(OL) =(5)(2)=10 
$ OQ=TF"=T D r - Jio 


Clave lA Para calcular el área del sector circular som- 
breado solo falta conocer 0. 


PROBLEMA N.? 42 Para ello aprovechamos que МО = MN y MP=MN 


En el gráfico, M, N, P y Q sonpuntos de tan- En 
gencia. Si 1+f3=145", 2(ML) =3(LO) =6 ст, halle МОМ: maMNQ=180°-2 
el área de la región sombreada. MNP: maNMP=180°-22 


— AOMN: 0=360%-2 (+1) 


pero 


0+0 =0+В= 145° 


> 0-70? 
Me п0709) ( тб)” 
A) 21 cm? ? 360 
В) 117/9 cm? m 
n 
C) 357/18 cm? ВА Boi a 


D) 375/18 cm? 


Е) 39n/16 cm? Clave] c 


КҮЙ. 
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PROBLEMA N.° 43 ла? 
Pero el área del círculo sombreado es ——. 

Se tiene una circunferencia de diámetro AB. Se 4 

consideran los puntos С y R en los arcos AB y . д. Tala +b) 

CB; luego, la prolongación de BR interseca a la Се 4 

perpendicular al diámetro trazado рог С ер К. 

Si BR=a у RK=b, indique el area del circulo Clave |B. 


de diámetro BC. 


T T 


En el gráfico, Z- X =/A. Calcule IL. (X, Ly Z 


O Falb-a) 
4 son áreas de las regiones sombreadas) 


D) таба +b) E) 2na(a+b) 


Resolucion C) 2А 


Si Z-X=A, nos piden Ш. 


m«RCB-m«RAB-a 
Como m«ARB —90? 
m<ABR=90°-a 
ә m<«xCKB=a 
Luego, ABCR ~ ABKC 
-» (BC)?=(BK) (BR) 
Si BC=d, entonces 


d?=(a+b) (a) 
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Sea С el агеа del sector DOC. 
Como OC 1 AE, entonces 
<\АОС = ECC y análogamente 
Ор LBE > <BOD=<EOD 
Luego 
L-X-CcC-Z (1) 
X4C-Z ш) 
De (1) y (П) 
L=2C 
De (П) 
Z-X=C=A 
^. П=2А 


Clave | C 


PROBLEMA N.? 45 


En el gráfico, ABCD es un rectángulo, mien- 
was que BAK y CDE son cuadrantes. Si 
BC=3V2 y CD- V6, calcule la suma de las 
áreas de las regiones sombreadas. 


B С 


А) 343-n 
В) 3/34n 
C) 443-n 
D) 243-7 
E) 243 +n 


reas de regiones pnligunate: 


Resolución 


En el A APD 
AD= АРУЗ = PDV3 
mxPAD=mxPDA =30° 
> mxPAB=m«xPDC=60% 
EXCDH = EXPDH z ЪРрм 


Luego, el segmento circular PC es equivalente 
ala región limitada por el triángulo mixtilíneo 
ЕРК. 


Además A, P y C son colineales. 


Entonces, la región sombreada es equivalente 
a la región mixtilinea BPC. 


Aa apc Дь Apc ЈА двр 


зз хуб пуб 


A = 
АВРС 2 6 


^ Drep, somb) "A ppc -343-n 


Clave | A 
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PROBLEMA N.? 46 Еп МОН: R?=a?+(2a+ap)* 
En el gráfico, los cuadriláteros son cuadrados. Como 2R= (V2 
Si la longitud del cuadrado mayor mide ( me- ES, (ү 
tros, halle el área de la región sombreada en эч (2+7) 
metros cuadrados. ( 0 
а=— > 2а=— 
10 5 


Sea area de la región sombreada=S, 


§,=Ae-Agy-4(Agga) 


E vs 2 n? 29, 
S, 2 n| | -2-4(5 = ———- Lt 
б "C (05) 2 25 
s 005-22) 
r9 IE 


2 
„6 = (25-58) 
50 


Clave | B 


PROBLEMA N.? 47 


En el gráfico, CP//NL, m«PCD-14? y ABCD 
es un cuadrado. Calcule el árca de la región 
sombreada. 


Sily=6 > a71/2 


Sea 2a el lado del cuadrado menor 
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Resolucion 


Dato: 
CP=CL=r 
Como la m«PCD- 149 
PD. | 
CD 4 
Si Рр=а => Ср=4а 
Luego 
r-aJ17 
Como 
BC-4a y CL- 9/17 
BL=a 


=> mxLCB=14% 
Además 
NL//PC > [PNC]=[PLC] 


Luego, la región sombreada es equivalente al 
sector circular PCL (de centro C). 


Pero 


mPCL=90%-2 (14%) 2629 


n(62) 2 _ 31x 2 


PCL]= 
[PC 180 


Clave | с 


Áreas de regiones poliganales 


PROBLEMA N.° 48 


En el gráfico, OB=12/10 Calcule A+B-G, si 
JA, By C representan las áreas de las regiones 
sombreadas (O y С son puntos de tangencia). 


A) 1271-132 
B) 1271-264 
C) 1431-108 
D) 1431-159 
E) 1431-264 


Resolución 


I— — 12410 ———4 


PO 1 АВ 
т«ОРВ=т«ОВР=45° 
CM=CP=r, entonces 
m« PCM =90° 
MH=CO=0H=r 


370 
En el АМН: maMAH= 7 
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Pero mOM = 90° 


Luego 
о O e p 
37° _ 90°-mSO mSO =53° 
2 2 
53° 


=> m«SPO=m<xPSC= 2 y 
m«PCS=127° 


La región de área Œ es igual al área del seg- 
mento circular OM más el área de [MON]. 


Calculamos las áreas por partes 


2 
КЕ eae 1275 ee is 
360 10\ 36 
2- 22... 2 

m^ r r 
B=—-—=-—(n-2) 
4 4" 


= [МОМ +A ом= [MON] +B 


Nos piden 
А+В-С =A- [MON] 


;(127n 11 
IB- = 
> A+B-C=r (Se i) 


Pero 
2r=12V10 > г 26/10 
12-360 


~ IA «-1B- C- 1271-264 


Clave | B 
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PROBLEMA N.? 49 


En el gráfico, А+С= 1B. Calcule X/Y, si A, С, 


IB y X son áreas de las regiones sombreadas. 


А) (л-1) В) 2(л- 1) 
п- 2 
n-2 
С 
) 2(n-1) 
Зіл D 4(л- 1) 
D) —— Е 
) 2(n-2) ) 3(x-2) 
Resolución 
Nos piden E 
Y 
Dato: A+C=B 


[PMN]-1B 4 Z = 


Qno _ 2 
2 


[AUN] =A+C+Z+X=n1? 


rr /2)' 


Y=[AMN]=/A emon-JA[MON]= == – 


2 
4 


г? 


2 
ҮҮ = [ММ] = oa -r° 


X m?-Ü? 2(n-D 


Y Zp- (n-2) 
Clave | B 
PROBLEMA N.° 50 


En el siguiente gráfico, las regiones mostradas 
son equivalentes. Determine x. 


A) arctan(2n) 
B) arctan(4n) 
C) arccot(n) 
D) 143°/2 

E) arctan(n) 


А 


Sean $,=$, > $+4=$,+4 


Resolución 


mR? _ R?tanx 
2 2 


Luego, (апх=л 


Rtanx 


"^. x-arctan(x) 


Clave | Е 
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PROBLEMA N.? 51 


En el gráfico se muestra un pentágono regular, 
ABCDE. 

Si 2(M+1N) -L- 18/10. 2/5 u? (IM, IN y L re- 
presentan las áreas de las regiones mostradas), 
calcule el área del círculo cuyo radio es AB. 


A) 36n u? B) 72ли? 

C) 1081? 

D) 1447 v? E) 1697 u? 
Resolución 


Como 
AABP= ADPC 
IM+IN=A s app 
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También 
m«EAP- 2 (m«PAHB) — 72? 
А orap 7 21A e App 


[PAE]=2(IM+IN) -L 
> [PAE] = 18/10 25 (D 


También 
txa, 5V10-2/5- (5*1) 
(eae ee 27 SA а 
2 2 


IPAEl= & (45 «110-245 (Ш) 


De (1) у (ID) 
> @=144 


~ Ag=1a?=1441 и? 


Clave | р 


PROBLEMA N.? 52 


Sea ABCD un cuadrado de centro O y lado 
6 cm, AM=MOD. Si A, IB y © son áreas de las 
regiones sombreadas, halle A+B-C 


B С 


A)3cm?  B)4cm? О) бст? 
D) 342 cm? E) 8cm? 


| 394 


B, 


Sea 
m«MPD-90? y 


m«CPD- 909 


M, P y C son colineales 


o 
— maMCD - 33 


También 


o 
mxODP= 7 


Luego, en el SBROD 
OD=3(OR) 


Pero 
OD-OC- 342 
> OR= 42 


También 


Amo Aao A 
IB+(A-C€) =[ROD]= 


~ JA+B-C=3 cm? 


J42x342 _ 
—- 


3 cm? 


Clave | А 


Argas-de regiones poligonale 


PROBLEMA N.° 53 Por lo tanto, A, H y D son colineales, y también 


к : А colineales соп О. 
Sean JA y IB areas de las regiones sombreadas. 


Calcule el área de la región hexagonal regular Baco =B+N; Amac =M+B 
ABCDEF. Considere que /A-IB=4 и?. 
También 


ArrcotBa ap=IM+B+IN+A 
Por teorema de Hipócrates 


А ср t D ACA m AD 


B+IN+IM+B=M+B+N+A-Ay acy 


> Ар лср=А-В=4 v? 


3 Pero 
2 
A) 4u? B) 9u? С) 16и ү, С | 
D) 8 и? Е) 12 и? i. ACD 3 GABCDEF 
- IAeancprr712 u? 
Resolución 


Clave| E 


PROBLEMA Н.° 54 


En el grafico mostrado, indique cl area de la 
región sombreada. Considere que ABCD es 
un cuadrado de lado 6 m y BEC un triángulo 
equilátero. 


2 E 
En el hexágono regular ABCDEF A) (36-843) m 
В) (36-943 ) m? 


БЕ С) (36- 1843 ) m? 
Si H es la intersección de las semicircunferen- 


dE D) (36-213 ) m? BELLI 
ias de diámetros CD , entonces 
ES 1 E) (36-6n-943) n? 

ma CHA =90% y 


m«CHD- 90? A 


ma ACD- 90? 
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Resolución 


Sea S, el árca de la región sombreada. 


§,=A+2B+C 


Pero 
A+ 28+ 3B=A a pp- + 28+ 2IB 


62 
ERE = 9/3 
6n 
=- = 3 
B+S 12 л 


B-JAsrpc -ZA вс 


2 
po -9/3 = 6n- 943 


Entonces 
S=943 — 3n 
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Luego 
S,+B=Ag cp -28 
S, +(6n-9/3)=36-2(9,/3 – Зл) 


S, = 36-943 m? 


Clave | B 


PROBLEMA N.? 55 


Indique la relación correcta, si JA, IB, C, ID y IE 
son áreas de las regioncs sombreadas. 


A) A+B+C=D+E 
B) B+D=A+C+E 
C) A+E=B+C+D 
D) A+B+D=E+C 
E) E=A+B+C+D 


Resolución 


Sean también Ж, Y у Z áreas de las regiones 
que se indican en el grafico. 


Luego 
2 2 
вау; mz 10 
2 2 
в+{+Ю+Ж=л/? 
2 
As B+ D+ E+ K++ 3t 
na? mb? 


JA+IB+ D+E+NX+W+Z= ШШ Ee Rb 
JA+B+D+E+N+W+Z=B+W+D+Z+nab 


> A+E+X=nab (1) 


Рего 
(PH)?=AH-HB, de donde h?=ab 


> nab=nh?=B+C+D+X (Il) 


De (1) y (1): A+E=B+C+D 


Clave | с 


PROBLEMA N.° 56 


En el gráfico mostrado, calcule A; si Ai, A, y 
JA; son las áreas de las regiones sombreadas. 


‘Areas deregiones poligonale: 


A) 11и? B) 16u? 

С) 9 и? 

р) 10и? E) 18 u? 
Resolución 


T: punto de tangencia 


=> m<xATP=90° 


Las semicircunferencias que limitan las regio- 
nes sombreadas son semejantes. 


A, 25 "Y 


a A 
En el SATP 

AP=13K 

— 14=4K 

A 025 т 

Аз dH r? 

A; (5)? Se We 

IA; сч? ? А, WE 

А;=16— 


Clave | B 
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PROBLEMA N.? 57 Reemplazamos (II) en (I) 
En el gráfico mostrado, А, В, Су ID son las áreas A+N=C+D+B+N > A=C+D+B 
de las regiones sombreadas. Si IB--C--ID— 107 v, Pero C4+D+B=10n v2 
indique 7A. 3 
. A=10nu 


Clave | D 


PROBLEMA N.? 58 

En el gráfico, calcule el área /A,, si cl área A, es 

Nm u?. Considere que JA, y А, son las 
n- 


áreas de las regiones sombreadas. 


A 


A) 8 u? 
B) 12 u? 

2 
A) 5r u? B) 8x v? C) 9n v? C) l6u 


2! 
D) 107 u? E) 15ли? D) 18и 
E) 24 u? 


; 
Resolución 


Resolución 


4(13n-8) 


Si A = rt 2 


De las propiedades de lúnulas: 


en el E ABC: JAA+IN=C+D+M (D 
pero AO=OC, entonces en el POC: 
M=B+N (П) 
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Tenemos 
BO,=C0, =2r 


En el gráfico: 


A +A+C+D= 2nr? 


nr» Д 
27 


2 
E DAE Lo 


2 
B,-¥+B=*— 


nr? 
A,-Y+B+A,+C+D= 


De (1), (ID, (1) y (IV) 
D-n? y А,+С=3л^ 


Pero 


А, =n (А +С) =nr-2r =r? (n- 


Del dato: 


P 13n—8) - E079 


n-2 


> r'(n-2) =16 u? 


- A =16 u? 


2 
2) 703r- 


Areas de regiones poligonales 


PROBLEMA N.^ 59 


Determine el área de la región sombrea- 
da, si а2+02+с2=16; MN=a, FH=b y PQ=c. 
Considere que A, M, N, Н, Р, О y B son puntos 


(I) de tangencia. 
ш) г 
(П) 
"Ву гүл 
J ss. ME А 
Н 
A) 16л В) 8л 
С) 4л 
D) 9л E) 5л 
Resolucion 
8) 
F 
2) 


H ritr +r +r 


Por propiedad: 
2 f1, r, =a > 4nn = q? 
243% =c > 4nn = с? 
Qr; 273) (2r,+2r,)=b?, entonces 
4(r, +r,)(r3+r,) =b? 


Clave | с 
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Sea ДА: área de la región sombreada, luego Resolución 


T л 
Bos (rir ++) 3 (2+2) 


ЈА=п (r 172 + r3 „+ (n + т) (ra + rj) 
a RE e) 


— —— 


gom e 
4 4 4 
D= Л (a? +b? +e) 
4 
pero A 1 BE oer © 
de 2 Ew 
a +b°+c°=16 IB). 
m. 243 
~ А=4п va 
Ey 
Р 
Clave | с 
Se prolongan los arcos MS у MR, tal que su 
intersección sea Р. 
PROBLEMA N.° 60 2B=As amp - Pa Aur 
Enuntriángulo equilátero ABC, de lado 443 m, к 62 643 
2B= ='—- > 2B-6n-9/3 
se traza la altura AM. Luego, con centro en A y 23 4 
radio AM. se traza un arco que interseca a AC 2A=A 6 cur Bance 
en R. Si después, con centro en C y radio CM, 
se traza un arco que interseca a AC en S, halle 2n (23) (23) sen 60° 
el área de la región mixtilinea MSR. mE. 2 2 
2A= 4n - 343 
А) (50-343) т^ 
Luego 


B) (5n- 443) m? 
С) (51- 6/3) m? 
D) (6n- 543) m? 
E) (6-443) m? Clave | € 


2(A+B)= 10r- 1243 
. IA4B-(5x- 643) m? 
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Las figuras geométricas como algo tangible no existen. Las formas 


que el hombre ha ideado (representaciones) son simplemente 
abstracciones que nos ayudan a interpretar la realidad. El concept 
de círculo y de triángulo existe en nuestra mente, y conocerlos le 
ha permitido a la humanidad construir un sinnúmero de sólida: 
edificaciones, signo del ingenio humano y de su capacidac 
creativa para alterar lo real. Por ello, consideramos a la geometrí 
como una de las ciencias más antiguas de la humanidad que nos 
sirve como vía para entender el universo que nos rodea. 


Solucionario Geometría, una visión de la planimetría es un texto 
indispensable para el conocimiento, práctica y análisis de la geome- 
tría. En él encontrarás lo siguiente: 


© 


© 


e 


Solucionario de los problemas propuestos en el libro Geometría, 
una visión de la planimetría. 

Preguntas tipo examen de admisión de diferentes universida- 
des e instituciones educativas. 


Más de 400 preguntas desarrolladas. 


Gráficos que ayudan a la mejor comprensión de los proble- 
mas propuestos. 


Herramientas didácticas para el dominio de los temas de 
geometría. 


www.elumbreras.com.pe 
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